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1. Turingberechenbarkeit

1.1 Berechenbarkeit

Wir wollen das anfangs genannte Programm Uber Alguen und deren Grenzen abschlie-
Ren, indem wir mithilfe der jetzt bekannten Methogeaktisch arbeiteh Ziel ist es, einen
prazisen Algorithmusbegriff zu entwickeln und Augsa zu dessen Glltigkeitsbereich zu
finden. Auch hier wollen wir so weit wie moglichleand konkreter Problemstellungen arbei-
ten.

Gehen wir also von einem intuitiven Algorithmush#agaus, der sich eng an das Arbeiten mit
Bleistift und Papier anlehnt:

Ein Algorithmus ist ein endliches Verfahren mit fest vorgegebenen Ablauf-
strukturen, das aus endlich vielen Eingabedaten in endlich vielen Schritten
endlich viele Ausgabedaten erzeugt.

Wie man sieht, spielt der Begriff der Endlichkeiihe2 grof3e Rolle. Das muss er auch, denn
wenn ein Algorithmus zu einem Ergebnis kommen stdinpn mussen die Teilaufgaben ir-
gendwann enden, also endlich sein. Es wird sichusstellen, dass die Prifung, ob ein Pro-
zess endet, der ,Knackpunkt” dieses Gebietes ist.

Wir versuchen jetzt Hilfe von der Mathematik zuatén. Dazu Uberfihren wir das Problem
in eine Form, die es gestattet, Ergebnisse deri#&réber Abbildungen innerhalb der natir-

lichen Zahlen zu benutzen. Wir wandeln zuerst die End Ausgabedaten in naturliche Zah-
len um. Das kann mehr oder weniger geschickt ezfol@a sich Kurt Gédel mit solchen Fra-

gen beschaftigt hat, spricht man v@idelisierung der Daten. Weil die Daten endlich sind,

lassen sie sich auf irgendeine Weise aufschreilnahjn diese Schreibweise kdnnen wir eine
Reihenfolge bringen. Damit sind Daten auf Zeichétekereduzierbar. (Das gilt auch z. B. flr

Bilddaten, die zeilenweise ,von links nach rechial ,von oben nach unten” gelesen werden
kénnen.) Kodieren wir jetzt die einzelnen Zeichainctt Zahlen und schreiben die Codes hin-
tereinander, dann erhalten wir i. Allg. sehr grdaalen, die wir z. B. in ihrer Dualdarstellung

aufschreiben kdnnen.

Beispiel
A’ wird kodiert als ,01 ,B” wird kodiert als ,@’
,Z' wird kodiert als ,26’
, ~wird kodiert als ,27° .- wird kodiert als28’
., wird kodiert als ,29’ ! wird kodiert als30’°

Damit bilden wir das Wort ,Hallo!* ab auf ,08 012112 15 30“ also auf die Zahl
80112121530.

Gehen wir mit den Ausgabedaten entsprechend umm, di@imet ein Algorithmus den Einga-
bedaten bestimmte Ausgabedaten zu. Wir kénnen deaaen, dass die Ausgabedaten aus
den Eingabedaten berechnet werden, ein Algorithatsis einer Abbildung voiN nachN
entspricht.

! Die benétigten Turingmaschinen und deren Koppeluagien an anderer Stelle behandelt.
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Wir konzentrieren uns jetzt auf die Algorithmenbstl Auch diese missen auf irgendeine Art
aufschreibbar sein und kénnen deshalb auf die geeakrt godelisiert werden. Damit haben
wir eine neue Erkenntnis gewonnen:

Da sich jedem Algorithmus eine nattrliche Zahl zuordnen lasst, haben die
Algorithmen eine Reihenfolge?®. Sie lassen sich abzahlen.

Gibt es also fur jede Abbildung vadwh nachN einen Algorithmus, d. h. lasst sich jede dieser
Abbildungen berechnen?

Nehmen wir mal an, dem sei so. Da es nur abzahiamdlich viele Algorithmen gibt, mus-
sen dann auch die berechenbaren Funktionen abr&diva Wir kdnnen sie also der Reihe
nach aufschreiben. Jetzt wenden wir eine Vari&datorschen Diagonalverfahrens an.
Wir schreiben in Form einer (unendlichen) Tabelle aatirlichen Zahlen (die jeweils Ein-
gabedaten entsprechen) der Reihe nach ,nach realtsind alle berechenbaren Funktionen
der Reihe nach ,nach unten“ (das soll ja It. Vosatisung funktionieren). An den Kreuzungs-
punkten notieren wir die Ergebnisse der Funktiomesnn man sie auf die der Spalte entspre-
chende naturliche Zahl anwendet. (Bei Bedarf kormierzahlung auch mit O beginnen!)

1 2 3 4 5 6 7 8 9/ 10

f1 \T‘t(l\) f1(2) | f1(3)
fa | f2(1) \5(2\) f2(3)

fa [f3(1)|fa(2) | Tx(3)
fa
fs

a

Jetzt konstruieren wir eine neue Abbildung, undrzsea(z. B.):

0 fallsf(i) O
fredi) = {
1 sonst

Diese Abbildung unterscheidet sich an der ersteiteSton f, an der zweiten von isw. Sie
unterscheidet sich an mindestens einer Stelle gderjder unendlich vielen angegebenen
Abbildungen und kommt damit in der Aufzahlung demktionen nicht vor! Damit gibt es
mehr Funktionen als abzéhlbar sind. Die AbbildungemN nachN sind Uberabzéahlbar.

Was bedeutet das?
Da die Algorithmen abzahlbar sind und es Uberalbzihliele Moglichkeiten gibt, Eingabe-

daten Ausgabedaten zuzuordnen, liegt es zumindest, ndass esicht berechenbare
Funktionen gibt (auch wenn wir noch keine kennen).

2 die natiirlich vom gewéhlten Godelisierungsverfatabhangt!
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1.2 Rekursive Berechenbarkeit

Nach derCurchschen These ist jede berechenbare Funktion auch rekursiv erdzar. Wir
beschranken uns hier auf die primitiv-rekursivemiioner?, die alle aus drei elementaren
Funktionen(gruppen) mithilfe eines Rekursionsvadaks erzeugt werden koénnen. Dabei
handelt es sich um

die Nachfolgerfunktion  N(n) = n+1, neNp
die konstanten FunktionerK.(n) = c, n,ceNg
die Projektionsfunktionen Pi(ny,..,ny) = n;,  i,keN, 1 i Kk, nieNp

Das primitive Rekursionsverfahren wird auf eine Riickwartszéahlen“ zurtickgefuhrt, d. h.
ein Funktionsargument (hien) wird sukzessive vermindert, biserreicht wird. Dabei wird
neben den restlichen Argumenten auch eine Funktitenutzt, die rekursiv auf zurtick-
greift.

f(ng,..,ny) = h(f(n1-1, ny,..,NK), N2,..,NK)

Wird das Rekursionsende erreich{£0), dann wir die — abschlieRende — Berechnung mithil
fe einer Funktiorg durchgefihrt, die nur die restlichen Argumenteutein

f(0,nz,..,ny) = g(ny,..,Nk)

Zuletzt wollen wir noch zulassen, dass Funktionslengsse in andere Funktionen als Argu-
mente eingesetzt werden kénnen.

f(n1,..,nk) = f(91(N1,...Nk), G2(N1,..,NK), ..., Gk(N1,..,Nk))
Die Sache hort sich komplizierter an, als sieWst. sehen uns einige Beispiele an.
Die Addition naturlicher Zahlen

sum(n,m) = N(sum(n-1,m)) Rekursion mithilfe der Nachfolgerfunktion
sum(0,m) = P,(0,m) =m Rekursionsende mithilfe der Projektionsfunktion
Beispiel:

sum(2,3) = N(sum(1,3)) = N(N(sum(0,3))) = N(N(P2(0,3))) = N(N(3)) =N(4) =5
Die Multiplikation natlrlicher Zahlen

prod(n,m) = sum(prod(n-1,m),m) Rekursion mithilfe der Summenfunktion
prod(0,m) = Ko(O,m) =0 Rekursionsende mithilfe der konstanten Funktion

Beispiel:
prod(2,3) = sum(prod(1,3),3) = sum(sum(prod(0,3),3),3)
= sum(sum(Ky(0,3),3),3) = sum(sum(0,3),3) = sum(3,3) =6

3 die immer noch weit mehr umfassen, als uns je dregre wird!
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1.3 Gekoppelte Turingmaschinen fir rekursive Funkti onen

Wir wollen jetzt zeigen, dass Turingmaschinen atlas ausfiihren kénnen, was zur Berech-
nung primitiv-rekursiver Funktionen erforderlich.fsDazu miissen sie natiirlich die elemen-
taren Funktionen berechnen kénnen. Wie tun sie das?

1.3.1 Gekoppelte Turingmaschinen

Als Modell von Turingmaschinen wahlen wir die fofgie Version:

1. Eine Turingmaschine besteht aus einem endlicheoratten, der ein einziges, nach
.rechts” unendlich langes Arbeitsband lesen, besbkn und in beiden Richtungen
bewegen kann.

2. Bandbewegungen erfolgen schrittweise jeweils umkeid nach links, rechts — oder
gar nicht. Wir bezeichnen die entsprechenden Anwgisn mitL, R undH.

3. Ein- und Ausgabealphabet sind gleich. Es werderNulien und Einsen gelesen bzw.
geschrieben. Da wir nur Zahlen(codes) auf das Bahdeiben werden, kodieren wir
die ZahlIn in unarer Schreibweise durafl) Einsen. Damit kénnen wir die Null, die
wir oft bendtigen, durch eine einzige Eins darstell

4. Die Standardbeschriftung einer Turingmaschine bésias zwei fihrenden Nullen,
gefolgt von Einsengruppen, die durch jeweils eindl §etrennt sind. Zwei oder mehr
Nullen markieren das Ende der Beschriftung. Wahréed Arbeit einer Turingma-
schine wird diese Konvention naturlich durchbroch#éede Maschine muss aber si-
cherstellen, dass nach Beendigung ihrer ArbeitSdandardbeschriftung wieder her-
gestellt ist.

5. Als Standardlage bezeichnen wir eine Situatiordansich der Schreib-/Lesekopf der
Turingmaschine Gber der am weitesten rechts stemelaohs befindet.

Die Turingmaschine verarbeitet — ausgehend vonSdendardlage und angesetzt auf eine
Standardbeschriftung — entsprechend ihrer Uberfigefunktion Eingabezeichen und Zu-
stand zu einer Kombination aus Ausgabezeichen, liBameigung und Folgezustand.

u:(es) (a.s.bm), ij.klmeNg

Die Beschreibung einigermal3en leistungsfahiger kiasto auf diese Art ist sehr mihsam.
Wir werden deshalb einen anderen Weg gehen, uifigchim Turingmaschinen koppela. h.
die Folgemaschine beginnt mit der Arbeit, wenn\ddegangermaschine fertig ist. Wir benut-
zen die an anderer Stelle schon eingefihrten Elemaaschinen:

die 1-Maschine schreibt eine Eins an die aktuelle Rosities Bandes.
die 0-Maschine schreibt eine Null an die aktuelle Pogities Bandes.
diel-Maschine bewegt den Lesekopf um eine Position hinkb.
dier-Maschine bewegt den Lesekopf um eine Position nedfis.

die p-Maschine pruft, ob sich eine Eins an der aktueBamdposition befindet. Je
nach Ergebnis verzweigt sie zu unterschiedlichdgdfoaschinen.

die L-Maschine sucht die erste Null links von der akereBandposition.

* Wir verzichten darauf zu zeigen, dass Turingmaszfederekursiv berechenbare Funktion berechnen kénnen.
® Es gibt auch andere Konventionen, die aber allévatent sind. Die gewahlte ist unter manchen Aspek
etwas umstandlich, fur die uns hier interessierartetagen aber sehr geeignet.
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die R-Maschine sucht die erste Null rechts von der didndandposition.

Wir kénnen aus diesen Maschinen schnell neue eereugie L-Maschine z. B. lasst sich
schreiben als

| 0
|:|p1—>

1.3.2 Die Sprache GT flr gekoppelte Turingmaschinen

Damit wir auch praktisch arbeiten kénnen, benutzarden im nachsten Kapitel beschriebe-

nen Simulator fur gekoppelte Turingmaschir@h. Graphen lassen sich nur schwer in Pro-
grammkonstrukte Ubersetzen. Wir beschreiben desheltoppelte Turingmaschinen durch

eine Programmiersprache, die sich in der Syntalaaa anlehnt und die Elementarmaschinen
kennt“.> Wir benutzen:

. . 1w..
Alternativen: if(p){...Jelse{...} Py
o™ ...
1
Schleifen mit Abfrage am Ende: do{...}while(! e P>
g {.-.}while('p) i 9
Schleifen mit Abfrage am Anfang: while(p){...} |_, p-Llsy... J
*O

bekannte Maschinen (in ,GansefuRchentt“K1“L“K1“RR L1K;LKiRR

Die geschweiften Klammern kennzeichnen jewg&isingblocks Eine Turingmaschine selbst
ist ein Turingblock. Die grof3e Linksmaschiné&dnnen wir dann so beschreiben:

L: { ) & GT: Simulation von gekoppelt... g@g|
dO {l} Whl|e(p) Dakei Programm  Meldungen  Simulatorsteuerung

|
{

Zur Ausfuhrung des Programms starten wir GT }do {1} while(p)
geben das Programm ein. Danach kdénnen wir es
parsen und ausfihren.

& GT: Simulation von gekoppelten Turingmaschinen (c) E. Modrow 2005

Datei  Programm  Meldungen  Simulatorsteuerung

[o]ofoJofoofoofofofofofoofoofoofo]ofo]o]o]o

™

® Die vollstandige Syntax der Sprache GT findet imamachsten Kapitel.
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Natirlich bendtigen wir zuerst eine Anfangsbestinnd) des Bandes:

Eingabe

@ Eingabe der Anfangs-Bandbeschriftung

1111

(0] 4 | abbrechen |

Die Ubernehmen wir. Dabei geht der Simulator inSti@ndardlage.

& GT: Simulation von gekoppelten Turingmaschinen (c) E. Modrow 2005

Datei  Programm  Meldungen  Simulatorsteusrung

[ofof1[1]1]1]s]ofoofo]o]o]ofo]o]o]ofofofofoofoofo]u]o]o]o

™

Danach arbeitet die Maschine.

& GT: Simulation von gekoppelten Turingmaschinen (c) E. Modrow 2005

Datei  Programm  Meldungen  Simulatorsteuerung

[ofgfa]t1]1]1[1]ofoofoofo]ofo]o]o]o]o]ofo]o]o]o]o

™

Die Ubliche Kopiermaschine KHasst sich ebenfalls leicht realisieren:

K1: {
Lr
while(p){ORR1LL1r}
RI

Ler1—>ORR1LL1rJ

lor
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Sie funktioniert auch.

& GT: Simulation von gekoppelten Turingmaschinen (c) E. Modrow 2005

Datei  Programm  Meldungen  Simulatorsteuerung

[ofofaftfa]]rfof1]1[1]1]s]ofoofo]ofo]o]o]o]o]ofofofofoofoofo]o]o]o]o

™

1.3.3  Gekoppelte Turingmaschinen fir die elementareFunktionen

Jetzt mussen wir die benétigten elementaren Fumdtiadurch gekoppelte Turingmaschinen
realisieren. Ich beschréanke mich dabei auf Funktiamit maximal zwei Argumenten.

Zuerst brauchen wir die NachfolgermaschiheDa sich unsere Turingmaschinen in der Stan-
dardlage befinden sollen, also ganz rechts Ubetetigien Eins, brauchen wir nur eine Eins
anzuhangen:

N=r1l

Als Beispiel fiir eine konstante Funktion wéhlen i#(n). Sie soll das Argument I6schen und
durch eine Null (also eine Eins in unarer Schreibe)eersetzen. Ausgehend von der Stan-
dardlage I6schen wir zuerst alle Einsen links, dscireiben wir eine Eins, getrennt durch
eine Null von der vorangehenden Einsengruppe.:

KO: {
:110 {0 I}while(p) oder Ko(n) = ;OI 1

& GT: Simulation von gekoppelten Turingmaschinen (c) E. Modrow 2005

Datei Programm  Meldungen  Simulatorsteuerung

[ofof1]r]s]ofs]1[1]s]ofo]ofo]ofoofofo]ofo]ofofofofo]ofo]ofoo]o]o

T™

£ GT: Simulation von gekoppelten Turingmaschinen (c) E. Modrow 2005

Datei  Programm  Meldungen  Simulatorsteusrung

[ofo]1]1]1]o]1]ofo]ofo]ofojo]ofo]ofo]ufo[ofo[o]ofo]ofoofo]o

T™
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Die beiden Projektionsfunktiond®y(n,m) undP,(n,m) lassen sich ebenfalls leicht erzeugen.
P2(n,m) l6scht einfach das zweite Argument: m

Po(n,m) =01
0
E>I

P1(n,m) muss das erste Argument l6schen und das zweite ,gch links* verschieben —
bloR3: kommt da noch was? Wir wollen zur Sicherhelier zuerst das erste Argument durch
Null (eine Eins) ersetzen — das macht geragl@)X Danach verschieben wir die Einsen des
zweiten Arguments (eine muss da ja sein) an die Eins heran. Dabei missen wir zuerst
prufen, ob die Licke nur aus einer Null bestandligsem Fall schlie3en wir sie und lI6schen
srechts” die Uberstehenden beiden Einsen. Im amdéadl schieben wir alle Einsen des zwei-
ten Arguments an das erste heran und l6schen aunchdie letzten beiden Einsen.

P1: {
LI"KO" /lerstes Argument durch “Null” ersetzen
rir /leine Eins schreiben (das ist die zweite ,neue*)
if(p) {RIOIOI} //die Uberflissigen Einsen rechts I6schen
else
{
1 /leine Eins schreiben ...
do
{
do{r} /... und die zu ersetzende rechts suchen ...
while(!p)
Or /... und durch eine Null ersetzen
if(p){do{l}while('p)rl} //[Falls noch Einsen kommen weitermachen ...
}
while(p)
while(!p){1} /Isonst nach links zur ersten Eins laufen ...
olol /l... und dort zwei Einsen I6schen (s.0.)
}
}

Die Maschine arbeitet wie gewtinscht!

& GT: Simulation von gekoppelten Turingmaschinen (c) E. Modrow 2005

Datei  Programm  Meldungen  Simulatorsteuerung

[ofof1]1]1]1]s]ofoofo]o]o]ofo]o]o]ofo]ofofoofofofo]o]o]o]o

™
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1.3.4

Rekursive Turingmaschinen

Wie man an den Beispielen aus 1.2 leicht sehen,labritet die primitive Rekursion so:

Es erfolgen solange rekursive Aufrufe, bis ein Angmt auf Null ,heruntergezahit*
wurde. Berechnungen erfolgen jetzt meist noch nicht

Danach arbeitet die Funktighmit dem letzten Parametersatz.

Deren Ergebnis wird dann ,rickwarts” mit den ggbch vorhandenen Argumenten
verarbeitet usw. Dabei werden die schon benutztguente ,,abgeraumt".

Wir kbnnen dieses Verfahren direkt auf unsere Tgmaschinen tbertragen:

Zuerst kopieren die Maschinen Argumente auf dasei#gband, bis ein Parameter
Null erreicht. Die Zahl der Kopien dient dann sp&em Zahlen der noch erforderli-
chen Arbeitsgange.

Danach arbeitet eine besondere Turingmaschinga8mat dabei einen Argumentsatz
vom Band und hinterlasst an dessen Stelle ihr Eigeb

Dann arbeiten die anderen Maschinen entsprechdadgs) bis alle Argumente ver-
arbeitet sind.

Mit diesem Verfahren wird gleichzeitig die Anfordeg erfillt, dass Funktionsergeb-
nisse als Argumente anderer Funktionen auftreteméa. Zuerst arbeitet die eine Tu-
ringmaschine, dann die andere mit deren Ergebnis.

Wir wollen das Verfahren am Beispiel der rekursafinierten Addition durchspielen:

sum(n,m) = N(sum(n-1,m)) Rekursion mithilfe der Nachfolgerfunktion

sum(0,m) = P,(0,m) =m Rekursionsende mithilfe der Projektionsfunktion

Zuerst entwickeln wir eine Kopiermaschie, die ein Argument auf dem Band ,uber ein
anderes hinweg“ kopiert, also die vorletzte Einsepge hinten anfugt.

K2: {

}

LLr
while(p){ORRR1LLL1r}
RRI

Lassen wir diese Maschine zweimal arbeiten, dafemavir unsere Kopiermaschikg fur
zwei Argumente:

K3: K2 K2

& GT: Simulation von gekoppelten Turingmaschinen (c) E. Modrow 2005

Datei  Programm  Meldungen  Simulatorsteuerung

[ofof1]t]ofs[1]1]1]1]ofofoofo]ofoofo]ofo]o]o]ofofofofofofo]o]o]o

™
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& GT: Simulation von gekoppelten Turingmaschinen (c) E. Modrow 2005

Datei  Programm  Meldungen  Simulatorsteuerung

[ofofafrfofsfa]s[a]s]os]i]ofi]1[1]1[1]ofo]ofo]o]o]o]ofo[ofoo[ofofoofoofo]o]o]o]o

™

Mithilfe von K3 kdnnen wir jetzt die Argumente auf dem Band kognmeund das jeweils erste
um 1 verkleinern, bis wir Null erreichen. Diese Mas@&himennen wiKOP.

KOP: {
LII /Inachsehen, ob vorne schon eine Null steht
while(p){RRI"K3"0L1I0Il} //sonst Argumente kopieren und vermindern
RRI //Standardlage einnehmen
}

Wir erhalten damit die gewiinschte Liste von Argutean

& GT: Simulation von gekoppelten Turingmaschinen (c) E. Modrow 2005

Datei  Programm  Meldungen  Simulatorsteuerung

[ofof1[1]1]of1]1]ofofoofoofo]ofo]ofo]ofo]ofofofo]ofofo]o]o]o

™

& GT: Simulation von gekoppelten Turingmaschinen (c) E. Modrow 2005

Datei  Programm  Meldungen  Simulatorsteusrung

[ofofa]t]rfofr]s]os]r]of1]1]o]1]o]1[1]o[o]ofo]ofo]ofofo[ofofofofofoofoofo]ufo]o]o

™

Jetzt mussen wir die ,besondere* Turingmaschinedaufetzten beiden Argumente ansetzen
—in diesem FalP,(n,m):

TAddierer:{"Kop" "P2" ...}
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Zuletzt muss die ,,Nachfolgermaschin®*so oft arbeiten, wie sich Argumentséatze auf dem
Band befinden. Die mussen bei jedem Arbeitsgangsgét werden.

N:{
LI //Letztes Argument ,Uberlaufen®, ...
while(p){0l} /l... dann zwei Argumente I6schen, ...
I
while(p){Ol}
rl /l... Position markieren ...
do
{
do{r}while(!p) /l... und das letzte Argument ,heranschieben®.
Or
if(p){do{l}while('p)r1}
}
while(p)
do{l}while(!p) //Standardposition einnehmen ...
rl /l... und jetzt endlich ,zuzahlen®!
}
Damit kdnnen wir unseren rekursiven Turingaddibaaren:
TAddierer: {
"Kop" //Bandbeschriftung aufbauen
"pP2" /lam Ende ,projizieren”
LI /Inachsehen, ob schon fertig gearbeitet
while(p) //Argument um Eins erhdhen
{
RRI"N"LI
}
RRI //Standardlage einnehmen
}

& GT: Simulation von gekoppelten Turingmaschinen (c) E. Modrow 2005

Datei  Programm  Meldungen  Simulatorsteuerung

[ofoftt]r]of1]1]t1]s]ofofo]oJafofo]ofa]o]ofofo]ofafafo]ojn[o]oo]o]a]n]a]o

™

& GT: Simulation von gekoppelten Turingmaschinen (c) E. Modrow 2005

Datei  Programm  Meldungen  Simulatorsteuerung

[ofoft1]1]1]1]s]o]o]ofofo]ojafa]olo]o]ofafa]o]ofn[o]ofafa]olo]o]o]a]o

™
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Ersetzen wir die fur die Addition benétigten TuningschinerP, undN durch andere, dann
kbnnen entsprechende andere rekursive Funktioneschieet werden. Im allgemeinen Fall
fur Funktionen mit zwei Argumenten, die zwei Tummgschinenrg (stattP2) und Th (statt
N) bendétigen, lautet unsere rekursive Maschine dann

Tganz schon aIIgemein: {

"Kop"
"TG" //da passier was Neues
LI
while(p)
{
RRI
"TH" //[da auch
LI
}
RRI

}

Da fiur jede rekursiv berechenbare Funktion einspathende Turingmaschine entwickelt
werden kann (fur die primitiv-rekursiven haben das gezeigt, den Rest glauben” wir mal)
und sich jeder Algorithmus auf eine rekursive beesbare Funktion abbilden lasst, haben
wir eine neue Algorithmusdefinition gefunden:

Ein Algorithmus ist ein Verfahren, das von einer Turingmaschine ausge-
fuhrt werden kann.
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1.4 Die universelle Turingmaschine

Bisher haben wir Turingmaschinen flr spezielle Zweekonstruiert. Mithilfe der entwickel-
ten Verfahren ist es aber auch méglich, eine usatkr Turingmasching zu bauen,

die andere Maschinen simuliert,
also alles ausfuhren kann, was Turingmaschinerh@abet kénnen,
also jeden denkbaren Algorithmus abarbeitet.

Alle algorithmischen Verfahren sind von Turingmaseim ausfihrbar. Wir haben also ein
Werkzeug gefunden, um die Grenzen der Berechenbatkgerforschen®.

Wie arbeitetU?

U bendtigt Informationen Uber die zu simulierendesbhane — die kénnen nur auf dem Band
stehen. Also geben wir in einer geeigneten Kodigmlie Uberfiihrungsfunktion der zu simu-
lierenden Turingmaschin& dort an. Weiterhin muss sidd den aktuellen Zustand voh
merken. Auch dieses geschieht auf dem Band. Dafudghdie aktuelle Bandbeschriftung.
Die einzelnen Bereiche trennen wir durch Doppeénull

00 Uberfiihrungsfunktion voil 00 Zustand vorT 00 Bandbeschriftun@0 Platz zum Arbeite®000000...

Die universelle Turingmasching kann mit vertretbarem Aufwand gebaut werden. Niem
Band ist das ziemlich umstandlich. Benutzen wirraheB. eine Turingmaschine mit vier
Bandern (die zu der mit einem Band &quivalent gann kénnen wir auf einem Band den
aktuellen Zustand, auf dem zweiten die Uberfiihrfundgion, auf dem dritten die Bandbe-
schriftung unterbringen und dazu noch ein Arbeisbbenutzen. In diesem Fall sparen wir
uns viel Herumsuchen auf dem einzigen Band und édbnsehr viel leichter realisieren.
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1.5 FleiRige Biber und das Halteproblem

Zuletzt wollen wir eine gut verstandliche, klar bieeibbare und trotzdem nicht berechenbare
Aufgabe angeben.

FleiBige Biber sind an anderer Stelle schon eirgéfitorden. Es handelt sich dabei um Tu-
ringmaschinen, die ein anfangs leeres (nur mitétubeschriftetes) Band mit mdglichst vie-
len Einsen beschreiben sollen — und dann sollenadien! Die Aufgabe lautet:

Wie viele Einsen kann ein flei3iger Biber mit n Zustanden maximal auf das
Band schreiben?

Man bezeichnet diese Funktion &sdosche FunktionSo ein einfach zu beschreibendes
Problem sollte doch l6sbar sein!

Betrachten wir mal die ZaN der Moglichkeiten, Turingmaschinen mitZustanden zu bau-
en:

Von jedem Zustand miussen zwei Kanten abgehen (&iEohgabezeichen ,0' und
,1). Es gibt also insgesan?n Kanten

Jede Kante kann mdgliche Zielehaben (den Ausgangszustand selbst oder einen der
n-1 anderen Zustande).

Jede Kante kann mit 6 unterschiedlichen Beschigigarversehen werden (zwei méog-
liche Ausgabezeichen und drei mégliche Bandbewegping

Damit ergeben sich fur eine Turingmaschine mit egebeneKantenverteilung fir di€n
Kanten 6*6*6*6*...*6 =6°" verschiedene Kombinationsmdglichkeiten.
%{_/
2n-mal

Jetzt kann aber jede Kante zu jedem Zustand fllatea,gibt esn Moglichkeiten pro Kante.
Die 2n Kanten kdnnen somit auf” Arten verteilt werden, von denen je6® unterschiedli-
che Belegungen haben kann. Damit gibt es insgesamt

N - r]2n >62n = (6n)2n

unterschiedliche Turingmaschinen mitZustanden — eine schnell ,astronomisch* werdende
Zahl. Wir erhalten:

n N
(zahl derzustande) (zahl der mdglichen Biber)

36

20736

34012224

110075314176

590490000000000

4738381338321620000
53148384174432400000000
794071845499379000000000000
15243604656924900000000000000000
365615844006298000000000000000000000

© |0 |N (o [0 |~ W (|N |-

[E=Y
o
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Es ist also_praktisclmunmadglich, auch fur kleinere Zustandszahlen altgglmhen Biber zu
erproben! Ist es aber wenigstens theoretmdiglich, mithilfe eines Algorithmus™ die ZaNI

zu bestimmen? Der Algorithmus kann mithilfe unsengiversellen Turingmasching ausge-
fuhrt werden. Dazu muss zuerst einmal festgesteditden, ob der zu simulierende Biber
tiberhaupt halt (sonst handelt es sich ja nicht imeneAlgorithmus!)’

Schon ein Biber mit nur einem Zustand kann unehdliele Einsen auf das Band schreiben —
aber er halt nicht:

0,1Rv 1,1R

Bevor unsere universelle Turingmaschiharbeiten kann, muss eine Entscheidungsmaschine
E entscheiden, ob der Biber halt. Tut er das, damd & vonU simuliert und die Zahl der
geschriebenen Einsen kann ermittelt werden.

Zur Berechnung der Radoschen FunktiorR(n):

R O

mit allen moglichen Bibern mit Zustanden tue

Setze die Entscheidungsmaschihauf den Biber an

der Biber halt
wahr falsc

Simuliere den Biber durchy

n Zahl der Einsen auf dem Band

n>R
wahr fals

R n

Da alle Teilprobleme im Struktogramm bis &uls gelost betrachtet werden kénnen, missen
wir uns nur noch mit der Entscheidungsmaschirmeschaftigen. Die Frage ist also:

Gibt es einen Algorithmus, um festzustellen, ob eine beliebige Turingma-
schine, angesetzt auf eine beliebige Bandbeschriftung, hélt — oder nicht?

Da die Universelle Turingmaschine jede andere sarern kann, konnen wir auch fragen

Gibt es einen Algorithmus, um festzustellen, ob die universelle Turingma-
schine, angesetzt auf eine beliebige Bandbeschriftung (die dann die Be-
schreibung und das Arbeitsband der simulierten enthalt), halt — oder
nicht?

Man nennt dieses Problem ddalteproblem

" Der Begriff ,Biber* kann synonym zu , Turingmaschkihbenutzt werden, da — in unserem Gebrauch — alle
Turingmaschinen potentielle Biber sind. Ob diesenddberhaupt arbeiten, ob sie etwas im Sinne dégaben-
stellung Sinnvolles tun oder nicht ist erst einimalevant.
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1.6 Zur Unentscheidbarkeit des Halteproblems

Wir wollen zeigen, dass das Halteproblem nicht dreglbar ist, dass es also die Entschei-
dungsmaschin& nicht gibt, indem wir annehmen, dass es sie daloh gnter dieser An-
nahme konstruieren wir einen Widerspruch so, dasé&dnahme falsch sein muss. Damit ist
dann gezeigt, dass die Radosche Funktion — und arelere — nicht berechenbar sind.

Wir nehmen also an, dass es die Entscheidungsmad€lgibt. Diese muss naturlich immer
anhalten, da sie sonst nicht zu einer Entscheidiomgmt. Angesetzt auf die Beschreibung
einer beliebigen Turingmaschifeund deren Arbeitsbandbeschriftubg(in Analogie zum
Arbeitsband vorlJ) soll sie am Ende des beschriebenen Bereichslemeterlassen, fall§
halt, sonst ein®. Es gilt also

1 falls T, angesetzt ald, halt
E(T,b) =

0 sonst
Jetzt wenden wir einen kleinen Trick an.

Wir fragen, obT hélt, wenn man sie auf den eigenen Code (nennedemibt) ansetzt. Falls
das der Fall ist, nennen wirselbstanwendbaiDiese Frage muss einfach zu entscheiden sein,
welil E ja genau das konnen soll:

1 falls T, angesetzt aldfr, halt

E(T,br) = {

0 sonst

Mithilfe dieser Mdglichkeit konstruieren wir eineeme ,gemeine” Turingmaschin®, die
genau dann anhalt, wefimicht selbstanwendbarist, sonst nicht.

hélt, fallsT, angesetzt auf, nicht halt

G(T,b7) [

halt nicht sonst

Wir kdnnenG leicht angeben: Nachdebhgearbeitet hat, prifs, ob eine Eins auf dem Band
steht. Falls das der Fall ist, 1&uft sie ,unendlichch rechts, sonst nicht.

G(T,br) =E(T,b7) pl ITpl—l

»

0 0
L (tue nichts) L (tritt nicht auf)

Jetzt untersuchen wir, ob die Masch@d@uch selbstanwendbar ist.
Nehmen wir, sie sei selbstanwendbar

dann haliG, angesetzt auf den eigenen Cbde
dann lieferte, angesetzt aud undbg einel: E(G,bg) = 1,
und daraus folgt (s. 0.), daGsnicht selbstanwendb&t!  Widerspruch!

Nehmen wir, sie sei es nicht selbstanwendbar

dann haliG, angesetzt auf den eigenen Cbdenicht,

dann lieferte, angesetzt aud undbg eine0: E(G,bg) = 0,

und daraus folgt (s. 0.), daGsselbstanwendbast! Widerspruch!
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Alle angegebenen Operationen lassen sich ausfitrear die Entscheidungsmaschike
fehlt. Da G nicht existieren kann, muss es unmdoglich sein, atigenommene Entschei-
dungsmaschine zu konstruieren. Das Halteproblealgstnicht entscheidbar!

Auch wenn unsere ,gemeine” Maschi@erecht kunstlich wirkt, ist unser Ergebnis von all-
gemeiner Bedeutung:

1.

4.

Mit der Radoschen Funktion haben wir ein einfactbeschreibendes Problem gefun-
den, das algorithmisch nicht l6sbar ist. Berechek#hts- und Entscheidbarkeitsprob-
leme finden sich also nicht nur in ,esoterischeetéchen.

Da Turingmaschinen alle algorithmischen Verfahresfighren kbnnen, markieren sie
die Obergrenze des Machbaren, und weil Computangmmaschinen simulieren kon-
nen, also Uber die prinzipielle Machtigkeit dieséaschinen verfligen, sind damit de-
ren Grenzen ebenfalls abgesteckt.

Neben der Radoschen Funktion lassen sich zahlr@iabldeme angeben, die sich auf
das Halteproblem zurtckfuhren lassen. Darunter seftr praktische, die ebenfalls
nicht I6sbar sind. (Kann man generell prifen, esbRriogramm in Endlosschleifen ge-
raten kann? Ob es tut, was es soll? ...) Hierzu esevich auf die gut sortierte Lite-

ratur zu diesem Thema. Im Internet findet sich gend Material.

Wenn ein Problem nicht allgemein I6sbar ist, daasalgt das nicht, dass Einzelfalle
nicht doch gelost werden kdénnen.

Zum Abschluss:

Im seinem schoénen Buch ,Computerdenken - Des Kaiseue Kleider* zur kiunstlichen In-

telligenz liefert Roger Penrose eine interessansgkudsion u. A. zum Wahrheitsbegriff. Er
unterscheidet z. B. zwischen algorithmisch berelshemnahren Sétzen und der ,Erkenntnis
von Wahrheit durch Einsicht”. Auch wenn es schdarast (1991): lesen!
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1.7 Aufgaben
1. Godelisierung:Ordnet man jedem Zeichen seine Ordnungsnummermafet zu und
wahlt als Zahlenbasis eine Zahl, die um Eins gréfdeals die Zahl der Zeichen im Al-
phabet, so gehért zu jeder Zeichenfolge eine Zhbl- umgewandelt ins Dezimalsys-
tem — eine Godelnummer ergibt:
Beispiel: Alphabet = {a,b,c} Zahlenbasis: 4
aabbc = 11223 1*4" + 1*4° + 2*4% + 2*4" + 3*4° = 363
a: Ermitteln Sie die Gédelnummern zu folgendercEenfolgen: acaba, aaa, bca
b: Welche Zeichenfolgen gehdren zu folgenden Giadeimern? 1509, 210
c: Gibt es natirliche Zahlen, die keine Gédelnumeneer Zeichenfolge darstellen?
d: Realisieren Sie das Verfahren durch ein Jasgif@mm.
2. Geben Sie primitiv rekursive Berechnungsvedatan fir
a: f(m,n) =1
b: f(n) =n!
c: f(n) = 3f-2n+4
3.  Beschreiben Sie folgende Turingmaschinen d@@phen und GT-Programme. Testen
Sie lhre Maschinen im Simulator. Die Konventionemé Null zwischen Einsengrup-
pen, ...) sollen natirlich eingehalten werden!
a: Die Maschind schreibt eine 1 hinter zwei Einsengruppen, weesealgleichlang sind,
sonst eine Null. Realisieren Sie zuerst Sonder{alie grol3ere Zahl steht ggf. links*).
b: V1 verschiebt eine Einsengruppe um ein Feld nacls.link
c: V2 schiebt eine Einsengruppe an die nachste linkanher
d: M multipliziert zwei Zahlen.
e: S subtrahiert zwei Zahlen — wenn das mdoglich istnWaicht, dann dreht sie durch —
l&uft nach rechts weg.
4. Bauen Sie durch GT-Programme rekursiv arbeg@ngingmaschinen

a: zur Multiplikation zweier nattrlicher Zahlen.

. zur Berechnung der Fakultat einer naturlichahlZ

zur Berechnung der Potenz zweier naturlichéleta

Suchen Sie im Internet Beispiele zur Bedeutweggtdalteproblems.
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2. GT - ein Simulator fur gekoppelte Turingmaschine n

2.1 Einordnung in den Unterricht

Ebenso wie die anderen in diesem Kurs beschriebBngjektvorschlage erfordert auch ein

Simulator fur gekoppelte Turingmaschinen Kenntnigge verschiedenen Themenbereichen
und somit verschiedenen Semestern. BetrachtenigviDberflache mit dem Menl des schon

im vorhergehenden Kapitel benutzten Simulators ...

... dann sehen wir, dass der schon z. B. bei denehimgyer-Systemen benutzte Zugriff auf
Textdateien wieder benétigt wird. Auch der Simuldto Turingmaschinen aus SIMA taucht

in leicht veranderter Form wieder auf, wobei Te&kni der Ereignisbehandlung angewandt
werden mussen.

Das Thema dient — wie alle Projektphasen — als®. aur Wiederholung bekannter Gebiete.
Ich werde deshalb hier nicht noch einmal auf diesakte eingehen, sondern mich auf die
Definition der Sprache und die Interpretation dexgPamme beschrankén.

8 Der Quelltext der Projekte findet sich auf der MESeite: www.vlin.de
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2.2 GT —die Sprachdefinition

Es ist sinnvoll, fir gekoppelte Turingmaschineneegigene Sprache zu vereinbaren, weil die
Darstellung tGber Transitionsgraphen schnell ihren@en erreicht und grafische Formen nur
schwer in eine Simulation Gbersetzt werden kénB@nuliert werden sollte aber, weil die oft
nicht leicht zu durchschauende Arbeitsweise derddiagn nur auf dem Papier kaum getestet
werden kann. Komplexere Maschinen sind ohne Tedtomégit kaum zu entwickeld.

Was brauchen wir also?

Zuerst einmal muss édementarmaschinen fur einfache Aufgaben geben, also so eine Art
,Grundbefehle“. Wir wahlen dazu den tblichen Saiz Furingmaschinef, den wir um die
GrofR3e Linksmaschine L und dieGro3e Rechtsmaschine R erganzen (weil man die so oft
bendtigt).

Die 1-Maschine schreibt eine Eins an die aktuelle Rwsities Bandes.

Die 0-Maschine schreibt eine Null an die aktuelle Positles Bandes.

Die I-Maschine bewegt den Lesekopf um eine Position tinkb.

Die r-Maschine bewegt den Lesekopf um eine Position necis.

Die p-Maschine prift, ob sich eine Eins an der aktueBamdposition befindet. Je
nach Ergebnis verzweigt sie zu unterschiedlichdgdfoaschinen.

Die L-Maschine sucht die erste Null links von der akereBandposition.
Die R-Maschine sucht die erste Null rechts von der didnd3andposition.

Da diese Maschinen nur rudimentare Optionen eriffsellen komplexere Maschinen ein-
zeln entwickelt und in Textdateien einzeln gespaichverden kénnen. Solche fertigen ge-
speichertermeilmaschinen kénnen dann innerhalb anderer Maschinen benutztemeéndem
ihr Name, in Anfihrungsstriche gesetzt, an dertigem Stelle angegeben wird. Bei der Aus-
fuhrung soll dann der Inhalt der entsprechenderiligefligt werden.

Bsp: Benutzung von Teilmaschinen: 0r 1 “Kopl“L “Addierer R R |

Entscheidend fur die Machtigkeit gekoppelter Masehiist deren Méglichkeit, auf die aktu-
elle Bandbeschriftung unterschiedlich zu reagievéim.brauchen also einglternative, die in
zwei Varianten auftreten kann:

1
: " : : —>LL
Bsp: einseitige Alternative: if(p{L L r O} plo ro
) L o , ivLLr0
Bsp: zweiseitige Alternative: if(p){L L r O}else{RRI} p<
0*RRI
Zuletzt muss es moglich sein, Teile der Maschinen wiederholt arbeiten zu lassen:
1
Bsp: Schleife mit Abfrage am Ende:  do{r}while(!p) r p| —
0
Bsp: Schleife mit Abfrage am Anfang: while(p){I} | 30 Ay J

Die geschweiften Klammern kennzeichnen jew&usingblocks. Eine Turingmaschine wird
auch im Ganzen durch einen Turingblock beschriében.

®s. dazu die rekursiven Maschinen aus dem vorigapits

10 Gekoppelte Turingmaschinen wurden an anderereSteigefiihrt.

™ Auf die Einfiihrung von Namen fiir die Maschinendnmalb des Programms, z. B. als erste Zeile, vetenic
wir hier.
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Damit kdnnen wir die Spracl&T definieren:

GT-Programm :

——  » Turingblock ——»

Turingbefehl T»@—»

Turingblock :

A 4

(1)
U

Turingbefehl :

— Elementarbefehl 'y >
o gespeicherter Befehl =
*—» Alternative >
*—» while-Schleife >

> do-while-Schleife
Elementarbefehl : gespeicherter Befehl

A 4

|

‘.G 7y Zeichen T»@—»

ki

Alternative :

v

A 4

Bedingung

¢

Turingblock T 7y
Turingblock
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While-Schleife :
Bedingung »  Turingblock >
do-while-Schleife :
Turingblock Bedingung —

Bedingung :

0'6100

Zeichen :

050080

Beispiele fur GT-Turingprogramme sind:

{
Lr

while(p){ORR1LL1r}
RI

}

LI"KO"
rir
if(p){RI0IOI}
else
{

1

do

do{r}while(!p)
Or
if(p){do{l}while('p)ri}

}
while(p)

while(!p){l}
0l0l

"Kop"
npon

LI
while(p)
{

RRI
NG
LI

}
RRI
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2.3 Ein Scanner fur GT

Da die Schlusselworte von GT fir einen Parserivelahg sind (,while®, ...), soll zuerst ein
Scanner alle tberfliissigen Zeichen (Leerzeicheite®@erschibe, ...) aus dem Text entfer-
nen. Die Schlisselbegriffe werden auf ihr erstashén reduziert:

if i else e while w do d

Wir lésen das Problem durch einen Automaten, deicheaweise ein String (das ,unge-
scannte® Programm®) Ubergeben wird. Dieser erzelagin ebenfalls zeichenweise das ver-
kirzte Programm. Treten Anfangszeichen von Schlibsgeffen auf (i..., e..., w..., d...),
dann wird durch Zustandswechsel Uberpruft, ob einliiSselbegriff folgt. Ggf. wird dessen
erstes Zeichen in das gescannte Programm eingétignsten werden alle zulassigen Zei-
chen einfach kopiert und die Uberflissigen weggelas

public class Scanner

{

private boolean zeichenOK(char c) /luberprift, ob ein signifikantes Zeichen kommt
{

char d = new Character(c).toUpperCase(c);

return (d>="A"&&(d<="2")||(d>="0")&&(d<="9")]|(c =={)

I(c=="P)l(c=="0)lI(c==))ll(c=="1)Il(c==' );

public String scan(String p) /Iscannt einen String und gibt das Ergebnis zuriick
{

String h =",

int zustand = 0;

while(p.length()>0) /lalle Zeichen ansehen ...

char ¢ = p.charAt(0);

char d = new Character(c).toUpperCase(c);
p = p.substring(1);

switch(zustand)

case 0:

{

switch(d) /Inachsehen, ob vielleicht ein Schliisselwort kommt
{

case 'l'": {zustand = 1; break;}

case 'E": {zustand = 2; break;}

case 'W'" {zustand = 5; break;}

case 'D": {zustand = 9; break;}

case " {

h =h +"\""; zustand=10; break;
}

default: {if(zeichenOK(c)) h = h + c; break;} /lev. Zeichen kopieren
}

break;

}

case 1:

switch(d)
{
case 'F': {zustand = 0; h = h+"i"; break;} /ldas war ein IF
default: {zustand = 0; if(zeichenOK(c)) h = h + c; break;}
}

break;



Eckart Modrow Berechenbarkeits- und Entscheidbarkeitsprobleme S.25

case 2:

switch(d)

case 'L": {zustand = 3; break;}
default: {zustand = 0; if(zeichenOK(c)) h =

}

break;

}

case 3:

switch(d)
{

case 'S": {zustand = 4; break;}
default: {zustand = 0; if(zeichenOK(c)) h =

}

break;

}

case 4:

switch(d)
{

case 'E" {zustand = 0; h = h+"e"; break;}
default: {zustand = 0; if(zeichenOK(c)) h =

}

break;

}

case 5:

switch(d)

case 'H': {zustand = 6; break;}
default: {zustand = 0; if(zeichenOK(c)) h =

}

break;

}

case 6:

switch(d)
{

case 'l'": {zustand = 7; break;}
default: {zustand = 0; if(zeichenOK(c)) h =

}

break;

}

case 7:

switch(d)
{

case 'L": {zustand = 8; break;}
default: {zustand = 0; if(zeichenOK(c)) h =

}

break;

}

case 8:

switch(d)

case 'E": {zustand = 0; h = h+"w"; break;}
default: {zustand = 0; if(zeichenOK(c)) h =

}
break;}

h + c; break;}

h + c; break;}

/ldas war ein ELSE

h + c; break;}

h + c; break;}

h + c; break;}

h + c; break;}

/ldas war ein WHILE
h + c; break;}
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}

case 9:
switch(d)

case 'O": {zustand = 0; h = h+"d"; break;} //das war ein DO
default: {zustand = 0; if(zeichenOK(c)) h = h + c; break;}
}

break;

}

case 10:
switch(d)

case "": {zustand = 0; h = h+"\""; break;} //Ende des Dateinamens
default: {if(zeichenOK(c)) h = h + c; break; }
}
break;
}
}

}

return h;

2.5 Eine Grammatik fur GT

Fur das Parsen von GT-Programmen benétigen wir@maenmatik, die diesen Prozess effi-
zient unterstitzt. Wir vereinbaren wie in den vgegangenen Abschnitten gezeigt (Termi-
nalsymbole rot geschrieben):

N N X MmO ® @ Wn

{B}S

1B|OB|IB|rB|LB|RB|“Z‘B|iICSEB | wCSB | dSWCB
" /lermoglicht es, Uberfliissige B zu l6schen

(X) //Bedingung

eS|” [fakultativer else-Teil, ggf. I6schbar

pl!p

azZ|bz|...|zZ|AZ|...|2Z|0Z]...|9Z

/lermdglicht es, Uberfliissige Z zu l6schen

Der entsprechende Parser benutzt einen Java-&tsiidgller:

public class GTParser

String keller;

public int parse(String h) //h muss ein "gescannter" String sein
int result = 0; /Idas Ergebnis der Uberpriifung
boolean fertig = true; /[Bedarf nach einem neuen Zeichen?
boolean ende = h.length()==0;
char c="", k;

keller ="S"; /lim Keller mit Startsymbol anfangen
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while(lende&&(result==0))

{
if(keller.length()>0)
{

k = keller.charAt(0);
keller = keller.substring(1);

}

else

{
if(h.length()==0) result = 1;
else result = 1;
break;

}
if(fertig)
{

¢ = h.charAt(0);

h = h.substring(1);
}
if(c==k)
{

fertig = true;
if(h.length()==0) ende = true;
continue;

}
switch(k)
{

case 'S": {keller = "{B}" + keller; fertig = fa
case 'B"

switch(c)

{

case '1" {keller = "1B" + keller; fertig = f
case '0": {keller ="0B" + keller; fertig = f
case 'l': {keller = "IB" + keller; fertig = f
case 'r': {keller = "rB" + keller; fertig = f
case 'L" {keller = "LB" + keller; fertig = f
case 'R": {keller = "RB" + keller; fertig = f

case 'i": {keller = "ICSEB" + keller; fertig
case 'w'" {keller = "wCSB" + keller; fertig =
case 'd" {keller = "dSwCB" + keller; fertig
case '{: {keller = "{B}B" + keller; fertig =

default:

{
if(c=="}) {fertig = false; break;}
else {result = 2; break;}

}
}
break;
}
case 'Z"
if(((c>="a)&&(c<="2))|| (c>='A)&&(c<='Z)
[[((c>='0")&&(c<='9Y))
keller = "+c+"Z"+keller; fertig = false;
}

else if(c=="") fertig = false;
else result = 3;
break;

}

//Programm analysieren

/loberstes Kellerzeichen holen

/lalles ok
//[Fehler: keine Regel anwendbar

/Indchstes Programmzeichen holen

/lerzeugte Zeichen l6schen

/ljetzt Ersetzungsregeln anwenden

Ise; break;}

alse; break;}
alse; break;}
alse; break;}
alse; break;}
alse; break;}
alse; break;}
false; break;}
= false; break;}
false; break;}
= false; break;}
false; break;}

/luberflissiges B I6schen
/IFehler: unbekannter Befehl

/IEnde der Zeichenkette
/lfalsches Zeichen im Dateinamen
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case 'C": {keller = "(X)" + keller; fertig = fa Ise; break;}
case 'X"
if(c=="I") {keller = "Ip" + keller; fertig = f alse;}
else if(c=="p") {keller = "p" + keller; fertig = false;}
else result = 4; /[Fehler: falsche Bedingung
break;
}
case 'E"
if(c=="e") {keller = "eS" + keller; fertig = f alse;}
else if((c==7)||(c=="1)||(c=="0")[|(c=="L") lI(c=="R)
[I(c==D)lI(c=="r)I(c==T)|(c=="w)]I( c=="d’)
|[(c=="")) {fertig = false;} /lkein ELSE erforderlich
else result = 5; /[Fehler: falsche Alternative
break;
}
} }
if((h.length()==0)&&(keller.length()>0)) result = 99;

return result;

}
}

2.6 Ein Befehlslader fur GT

Vor der Ausfihrung der GT-Programme miussen gesedilBefehle geladen und geparst
werden. Dabei sollten entsprechende Meldungen indbhgsfenster des Simulators erschei-
nen. Wir l6sen das Problem durch eine besonderssijalie in Anfihrungsstriche gesetzte
Programmteile als Dateinamen interpretiert. DiesgeTwerden ggf. im Programm geldscht
und durch den Dateiinhalt ersetzt. Da auch diesedav gespeicherte Befehle enthalten kann,
wird der Prozess rekursiv fortgesetzt.

public class Lader

{

GT owner; //der Simulator mit dem Meldungsfenster

public Lader(GT 0)

{
owner = 0;
}
public String holeNamen(String s) /leinen Dateinamen aus dem String extrahieren
{
boolean fertig = false;
String h =",
char c;

while(!fertig && (s.length()>0))

¢ = s.charAt(0);

s = s.substring(1);
if(c=="") fertig = true;
elseh=h+c;

}

return h;
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public String loescheNamen(String s)
{
boolean fertig = false;
String h =",
while(!fertig && (s.length()>0))
{
char c = s.charAt(0);
s = s.substring(1);
if(c=="") fertig = true;
}

return h+s;

}

public String ladeDateien(String h)
{
boolean fehler = false;
String h1 =",
while((h.length()>0)&&!fehler)

char ¢ = h.charAt(0);
h = h.substring(1);
if(c=="")

{

String name = holeNamen(h);
name = name+".txt";
h = loescheNamen(h);
try
{
String[] lines = owner.ladeDatei(name);
String h2 ="
for(int j=0;j<lines.length;j++)
h2 = h2 + lines[j];
owner.zeigeMeldung("---");

owner.zeigeMeldung("Parsing der Datei <"+name+

Lader | = new Lader(owner);
h2 = l.ladeDateien(h2);
Scanner s = new Scanner();
String h4 = s.scan(h2);
GTParser gt = new GTParser();
int j = gt.parse(h4);
String h3="";
switch(j)
{

case 0: {h3="ok"; break;}

/leinen Dateinamen im String l6schen

/lggf. eingebundene Dateien nachladen

/lalle Zeichen Uberprifen

/IDateinamen suchen, ...
/l... als Textdatei kennzeichnen ...
/l... und im Programm léschen.

/[Datei laden ...

"),
/Irekursiver Aufruf

/l... und prifen.

case 1: {h3="Fehler 1: keine Regel anwendbar! " break;}
case 2: {h3="Fehler 2: unbekannter Befehl!"; break;}
case 3: {h3="Fehler 3: falscher Dateiname!"; break;}
case 4: {h3="Fehler 4: falsche Bedingung!"; b reak;}

case 5: {h3="Fehler 5: falsche Alternative!"; break;}
case 99: {h3="Fehler 5: unerw. Ende der Einga be!"; break;}

}

owner.zeigeMeldung(h3);
if(j'=0) fehler = true;
else

hl=hl+h2;
}
}
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catch(Exception ex)

{

owner.zeigeMeldung("Fehler beim Laden der Date i <"+name+">!");
break;

}

}
else hl = hl +c;
}

return hl;

}
}

2.7 Ein GT-Interpreter

Der schwierigste Teil des GT-Simulators ist deetpteter, und das deshalb, weil wir die
einzelnen Arbeitsschritte am Bildschirm sichtbarchen wollen. Statt einzelne Turingblocks
rekursiv interpretieren zu lassen, mussen wir diedglementarbefehle auflésen und taktwei-
se abarbeiteff: Der Interpreter gehort deshalb in die Timer-Methatbs Simulators. Gehen
wir das Problem schrittweise an.

Zuerst einmal mussen wir uns ein Verfahren ausderdas eigentlich erforderliche rekursive
Arbeiten des Interpreters zu umgehen. Das kann ge8chehen, indem wir die Verwaltung
des Kellers selbst tibernehmen. Wir benutzen diedre&tack-Klasse von Java und verein-
baren im Simulator global:

Stack stapel;

Auf dem Stapel sollen Turingblocks (ohne Klammexbgelegt werden, die dann vom Simu-
lator interpretiert werden. Die Timer-Methode halso bei Bedarf den nachsten Block vom
Stapel,

String programm = (String)stapel.peek();
entfernt diesen ggf. vom Stapel,
stapel.pop();

fuhrt davon den ersten Befehl aus und packt deh\Reser auf den Stapel — wenn der nicht
leer ist.

char ¢ = programm.charAt(0);

programm = programm.substring(1);

if(programm.length()>0) stapel.push(programm);
Ansonsten stellt er die Arbeit ein:

if(stapel.empty()) timerl.setEnabled(false);
else ...

Was passiert, wenn innerhalb eines Blocks weiterengjblocks auftauchen?

Wir holen dann einen Block aus dem Programm, webeinur die moglicherweise weiter
verschachtelten Klammern z&hlen missen. (Fehlenéwia nicht auftauchen, da vorher der
Parser lief!) Der Methode wird das Programm alsaPater Ubergeben. Es liefert den Block
als Zeichenkette.

12 350nst kénnten wir das Problem mithilfe eines $slappen rekursiven Interpreters erledigen — wig. hei
,LOGO fur Arme*.
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public String holeBlock(String s)
{
int offeneKlammern = 0;
boolean fertig = false,gefunden = false;
Stringh="";
while(!fertig && (s.length()>0))
{
char ¢ = s.charAt(0);
s = s.substring(1);

if('gefunden)
{
gefunden = (c=="{);
if(gefunden) offeneKlammern++; //Klammern z&hlen
else
{
if(c=="1)
{

offeneKlammern--;
if(offeneKlammern==0) fertig = true;
else h=h +¢;

}
else
if(c=="") offeneKlammern++;
h=h+c;
}
}
}
return h;

}

Manchmal, aber nicht immer, muss so ein Block auchdem Programm entfernt werden (z.
B. wenn er abgearbeitet ist.) Hier wird das ,veirkdete” Programm zuriickgegeben.

public String loescheBlock(String s)
{

int offeneKlammern = 0;
boolean fertig = false,gefunden = false;
String h =",
while(!fertig && (s.length()>0))
{
char ¢ = s.charAt(0);
s = s.substring(1);
if('gefunden)

gefunden = (c=="{);
if(gefunden) offeneKlammern++; else h = h + c;

else

{
if(c=="7)
{

offeneKlammern--;
if(offeneKlammern==0) fertig = true;

else if(c==Y{") offeneKlammern++;

}
}

return h+s;

}
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Mithilfe dieser beiden Methoden kdnnen wir beim fawichen 6ffnender Klammern Turing-
blécke auf den Stack ablegen.

if(c=="()
{

String block = holeBlock(programm);
programm = loescheBlock(programm);
stapel.pop();
if(programm.length()>0) stapel.push(programm);
if(block.length()>0)stapel.push(block);

}

So — jetzt kbnnen wir uns die Elementarbefehle @omen. Diese werden aus dem Programm
entfernt und direkt ausgefuhrt:

i{f((C=='0')II(C=='1')||(C=='|')II(C=='V'))

stapel.pop();
programm = programm.substring(1); /l... und im Programm l6schen
if(programm.length()>0) stapel.push(programm);

switch(c)
{
case '1"
{
I'J'rleak;
}
case '0"
{
I'J'rleak;

}

Was passiert nun aber beim ,ElementarbefeRl’Zunachst muss der Lesekopf um eine Stelle
nach links bewegt werden. Und dann? Falls sich diore 1 befindet, wiederholt sich der
Links-Befehl. Wir kbénnen das erreichen, indem wirfaéch dasL nicht aus dem Programm
ldschen’® Erst, wenn ein® auf dem Band auftaucht, I16schen wir die ,GroRek&inaschi-
ne‘.
case 'L"
if(pos>0)
{

pos--;
if(bandbeschriftung.charAt(pos)=="0")

stapel.pop();

programm = programm.substring(1);

if(programm.length()>0) stapel.push(programm);
}

else {fehler = 1; ende = true;}
break;

}
Die GroRe Rechtsmaschine arbeitet entsprechend.

13 Das ist der Grund, weshalb obsieBlock(...) undloescheBlock(...) getrennt wurden.
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Jetzt ist die Arbeitsweise dé@rAnweisung klar: Wir kopieren entweder den einerroden
anderen Block auf den Stapel und lassen den letemweiterarbeiten.

case 'i"s

{

}

programm = programm.substring(2);
boolean negiert=false;
if(programm.charAt(0)=="")

negiert = true;

programm = programm.substring(1);
}
programm = programm.substring(2);
String blockl = holeBlock(programm);
String block2 ="";
programm = loescheBlock(programm);
if(programm.length()>0)

if(programm.charAt(0)=="¢e")

programm = programm.substring(1);
block2 = holeBlock(programm);
programm = loescheBlock(programm);

boolean welcher = (bandbeschriftung.charAt(pos)=
if(negiert) welcher = lwelcher;

if(welcher) programm = block1 + programm;

else programm = block2 + programm;
stapel.pop();

if(programm.length()>0) stapel.push(programm);
break;

Jetzt kommen die Schleifen.

/I"i(" abschneiden

["1" abschneiden

/["p)" abschneiden

/Inur bei Bedarf else-Block laden

='1";

/lentweder den einen...
/... oder den anderen Block ausfiihren

Der while-Schleife kénnen wir in Analogie zu den ,grof3en” $dhinen nahe treten: Wir pa-
cken den Turingblock des Schleifenkdrpers immedeiezordem Programm auf den Stapel,

solange die angegebene Bedingung erfillt bleibt.

case 'w"

{

boolean negiert=false;
if(programm.charAt(2)=="") negiert = true;
String block = holeBlock(programm);

boolean ausfuehren = (bandbeschriftung.charAt(po

if(negiert) ausfuehren = lausfuehren;

if(ausfuehren) stapel.push(block);

else

{
if(negiert) programm = programm.substring(5);
else programm = programm.substring(4);
programm = loescheBlock(programm);

stapel.pop();

if(programm.length()>0) stapel.push(programm);

}

break;

5)=="1);

/I"w(..)" abschneiden
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Bei derdo-while-Schleife ,tricksen” wir ein wenig (weil der Abersthon fortgeschritten ist).
Da wir immer mit einer einzigen Schleifenart auskoam kdnnen, ersetzen wir diese Schlei-
fenart einfach durch einghile-Schleife.
case 'd"
{
programm = programm.substring(1); /['d" 16schen und durch "while" ersetzen
String block = holeBlock(programm);
programm = loescheBlock(programm);
boolean negiert=false;
if(programm.charAt(2)=="") negiert = true;

if(negiert) programm = programm.substring(5); /I"(..) 16schen

else programm = programm.substring(4);

if(negiert) programm = "{"+block+"}w(!p){"+block+"}"+ programm;
else programm = "{"+block+"}w(p){"+block+"}"+ programm;

stapel.pop();
if(programm.length()>0) stapel.push(programm);
break;

}

Das war’s!

2.8 Ein Arbeitsgang mit GT
Zuerst wird GT gestartet. Der Simulator enthaltrdamen leeren Turingblock:
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In diesen wird ein GT-Programm eingegeben. Einriigktn missen ,per Hand“ erfolgen.

Danach sollte das Programm gespeichert werden.
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Wenn es nicht gleich ausgefuhrt werden soll, daaamkman es vorher parsen:

oder gleich ausfuhren. Dann sollte man zuerst gimiangsbeschriftung des Turingbandes
eingeben ...

... und das Programm starten, was bei falschen Bftsclgen zu Katastrophen fihrt.
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2.9 Aufgaben

1. Implementieren Sie di@o-while-Schleife so, dass sie direkt ausgefiihrt wird 1 stiat
Zu ersetzen).

2. Fuhren Sid°’rogrammnamenein. Vor dem Turingblock eines GT-Programms sel d
Programmname in der folgenden Form auftauchen:

GT programmname:

{
.

Zu Beginn soll als Programmnamiefault  auftauchen.
a: Andern Sie die Syntaxdiagramme von GT entsjredh

b: Andern Sie Scanner, Parser, Lader und Intexpeat, dass sie mit der geanderten Syn-
tax zurechtkommen.

c: Beim Speichern von Programmen soll der Prograame im SaveFile-Dialog auftau-
chen. Unterscheiden sich Datei- und Programmnagare) doll gewarnt werden.

3. a: Schreiben Sie einen neugkursiven Interpreter der die Zwischenschritte der Pro-
grammausfiihrung nicht mehr anzeigt, sondern GT+Broge direkt ausfihrt und nur
noch das Endergebnis zeigt.

b: Andern Sie den Simulator so, dass jeweils eileerbeiden Interpreter ausgewahlt wer-
den kann.

4. Andern Sie den angegebenen Interpreter so, lEispdem Timeraufruf genau ein
,Sichtbarer” Elementarbefehl ausgefuhrt wird. Daemtfallen die lastigen ,Pausen* bei
langsamer Programmausfihrung.



