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1. Turingberechenbarkeit 

1.1 Berechenbarkeit 
Wir wollen das anfangs genannte Programm über Algorithmen und deren Grenzen abschlie-
ßen, indem wir mithilfe der jetzt bekannten Methoden praktisch arbeiten.1 Ziel ist es, einen 
präzisen Algorithmusbegriff zu entwickeln und Aussagen zu dessen Gültigkeitsbereich zu 
finden. Auch hier wollen wir so weit wie möglich anhand konkreter Problemstellungen arbei-
ten. 

Gehen wir also von einem intuitiven Algorithmusbegriff aus, der sich eng an das Arbeiten mit 
Bleistift und Papier anlehnt: 

Ein Algorithmus ist ein endliches Verfahren mit fest vorgegebenen Ablauf-
strukturen, das aus endlich vielen Eingabedaten in endlich vielen Schritten 
endlich viele Ausgabedaten erzeugt. 

Wie man sieht, spielt der Begriff der Endlichkeit eine große Rolle. Das muss er auch, denn 
wenn ein Algorithmus zu einem Ergebnis kommen soll, dann müssen die Teilaufgaben ir-
gendwann enden, also endlich sein. Es wird sich herausstellen, dass die Prüfung, ob ein Pro-
zess endet, der „Knackpunkt“ dieses Gebietes ist. 

Wir versuchen jetzt Hilfe von der Mathematik zu erhalten. Dazu überführen wir das Problem 
in eine Form, die es gestattet, Ergebnisse der Arbeiten über Abbildungen innerhalb der natür-
lichen Zahlen zu benutzen. Wir wandeln zuerst die Ein- und Ausgabedaten in natürliche Zah-
len um. Das kann mehr oder weniger geschickt erfolgen. Da sich Kurt Gödel mit solchen Fra-
gen beschäftigt hat, spricht man von Gödelisierung der Daten. Weil die Daten endlich sind, 
lassen sie sich auf irgendeine Weise aufschreiben, und in diese Schreibweise können wir eine 
Reihenfolge bringen. Damit sind Daten auf Zeichenketten reduzierbar. (Das gilt auch z. B. für 
Bilddaten, die zeilenweise „von links nach rechts“ und „von oben nach unten“ gelesen werden 
können.) Kodieren wir jetzt die einzelnen Zeichen durch Zahlen und schreiben die Codes hin-
tereinander, dann erhalten wir i. Allg. sehr große Zahlen, die wir z. B. in ihrer Dualdarstellung 
aufschreiben können. 

Beispiel: 

 ‚A’ wird kodiert als ‚01’  ‚B’ wird kodiert als ‚02’ 

 ...       ‚Z’ wird kodiert als ‚26’ 

 ‚  ’ wird kodiert als ‚27’  ‚. ’ wird kodiert als ‚28’ 

 ‚, ’ wird kodiert als ‚29’  ‚! ’ wird kodiert als ‚30’ 

Damit bilden wir das Wort „Hallo!“ ab auf  „08 01 12 12 15 30“, also auf die Zahl 
80112121530. 

Gehen wir mit den Ausgabedaten entsprechend um, dann ordnet ein Algorithmus den Einga-
bedaten bestimmte Ausgabedaten zu. Wir können davon reden, dass die Ausgabedaten aus 
den Eingabedaten berechnet werden, ein Algorithmus also einer Abbildung von N nach N 
entspricht. 

                                                 
1 Die benötigten Turingmaschinen und deren Koppelung wurden an anderer Stelle behandelt. 
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Wir konzentrieren uns jetzt auf die Algorithmen selbst. Auch diese müssen auf irgendeine Art 
aufschreibbar sein und können deshalb auf die genannte Art gödelisiert werden. Damit haben 
wir eine neue Erkenntnis gewonnen:   

Da sich jedem Algorithmus eine natürliche Zahl zuordnen lässt, haben die 
Algorithmen eine Reihenfolge2. Sie lassen sich abzählen. 

Gibt es also für jede Abbildung von N nach N einen Algorithmus, d. h. lässt sich jede dieser 
Abbildungen berechnen? 

Nehmen wir mal an, dem sei so. Da es nur abzählbar unendlich viele Algorithmen gibt, müs-
sen dann auch die berechenbaren Funktionen abzählbar sein. Wir können sie also der Reihe 
nach aufschreiben. Jetzt wenden wir eine Variante Cantorschen Diagonalverfahrens an. 
Wir schreiben in Form einer (unendlichen) Tabelle alle natürlichen Zahlen (die jeweils Ein-
gabedaten entsprechen) der Reihe nach „nach rechts“ auf und alle berechenbaren Funktionen 
der Reihe nach „nach unten“ (das soll ja lt. Voraussetzung funktionieren). An den Kreuzungs-
punkten notieren wir die Ergebnisse der Funktionen, wenn man sie auf die der Spalte entspre-
chende natürliche Zahl anwendet. (Bei Bedarf können wir Zählung auch mit 0 beginnen!) 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ... ... ... ... ... 

f1 f1(1) f1(2) f1(3) ...            

f2 f2(1) f2(2) f2(3) ...            

f3 f3(1) f3(2) f3(3) ...            

f4 ... ... ... ...            

f5 ... ... ... ...            

...                

 
Jetzt konstruieren wir eine neue Abbildung, und zwar so (z. B.): 

    0   falls fi(i) �  0 
 fneu(i) = 
    1 sonst 

Diese Abbildung unterscheidet sich an der ersten Stelle von f1, an der zweiten von f2 usw. Sie 
unterscheidet sich an mindestens einer Stelle von jeder der unendlich vielen angegebenen 
Abbildungen und kommt damit in der Aufzählung der Funktionen nicht vor! Damit gibt es 
mehr Funktionen als abzählbar sind. Die Abbildungen von N nach N sind überabzählbar. 

Was bedeutet das? 

Da die Algorithmen abzählbar sind und es überabzählbar viele Möglichkeiten gibt, Eingabe-
daten Ausgabedaten zuzuordnen, liegt es zumindest nahe, dass es nicht berechenbare 
Funktionen gibt (auch wenn wir noch keine kennen). 

 

 

 

 

                                                 
2 die natürlich vom gewählten Gödelisierungsverfahren abhängt! 
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1.2 Rekursive Berechenbarkeit 
Nach der Curchschen These ist jede berechenbare Funktion auch rekursiv berechenbar. Wir 
beschränken uns hier auf die primitiv-rekursiven Funktionen3, die alle aus drei elementaren 
Funktionen(gruppen) mithilfe eines Rekursionsverfahrens erzeugt werden können. Dabei 
handelt es sich um 

·  die Nachfolgerfunktion  N(n) = n+1, neN0 

·  die konstanten Funktionen  Kc(n) = c, n,ceN0 

·  die Projektionsfunktionen Pi(n1,..,nk) = ni,  i,keN, 1� i� k, nieN0 

Das primitive Rekursionsverfahren wird auf eine Art „Rückwärtszählen“ zurückgeführt, d. h. 
ein Funktionsargument (hier n1) wird sukzessive vermindert, bis 0 erreicht wird. Dabei wird 
neben den restlichen Argumenten auch eine Funktion h benutzt, die rekursiv auf f zurück-
greift. 

·  f(n1,..,nk) = h(f(n1-1, n2,..,nk), n2,..,nk) 

Wird das Rekursionsende erreicht (n1=0), dann wir die – abschließende – Berechnung mithil-
fe einer Funktion g durchgeführt, die nur die restlichen Argumente benutzt. 

·  f(0,n2,..,nk) = g(n2,..,nk) 

Zuletzt wollen wir noch zulassen, dass Funktionsergebnisse in andere Funktionen als Argu-
mente eingesetzt werden können. 

·  f(n1,..,nk) = f(g1(n1,..,nk), g2(n1,..,nk),..., gk(n1,..,nk)) 

Die Sache hört sich komplizierter an, als sie ist. Wir sehen uns einige Beispiele an. 

Die Addition natürlicher Zahlen: 

·  sum(n,m) = N(sum(n-1,m)) Rekursion mithilfe der Nachfolgerfunktion 

·  sum(0,m) = P2(0,m) = m  Rekursionsende mithilfe der Projektionsfunktion 

·  Beispiel:  
sum(2,3) = N(sum(1,3)) = N(N(sum(0,3))) = N(N(P2(0,3))) = N(N(3)) = N(4) = 5 

Die Multiplikation natürlicher Zahlen: 

·  prod(n,m) = sum(prod(n-1,m),m) Rekursion mithilfe der Summenfunktion 

·  prod(0,m) = K0(0,m) = 0  Rekursionsende mithilfe der konstanten Funktion 

·  Beispiel:  
prod(2,3) = sum(prod(1,3),3) = sum(sum(prod(0,3),3),3)  
= sum(sum(K0(0,3),3),3) = sum(sum(0,3),3) = sum(3,3) = 6 

 

 

                                                 
3 die immer noch weit mehr umfassen, als uns je begegnen wird! 
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1.3 Gekoppelte Turingmaschinen für rekursive Funkti onen 
Wir wollen jetzt zeigen, dass Turingmaschinen alles das ausführen können, was zur Berech-
nung primitiv-rekursiver Funktionen erforderlich ist.4 Dazu müssen sie natürlich die elemen-
taren Funktionen berechnen können. Wie tun sie das? 

1.3.1 Gekoppelte Turingmaschinen 

Als Modell von Turingmaschinen wählen wir die folgende Version5: 

1. Eine Turingmaschine besteht aus einem endlichen Automaten, der ein einziges, nach 
„rechts“ unendlich langes Arbeitsband lesen, beschreiben und in beiden Richtungen 
bewegen kann. 

2. Bandbewegungen erfolgen schrittweise jeweils um ein Feld nach links, rechts – oder 
gar nicht. Wir bezeichnen die entsprechenden Anweisungen mit L, R und H. 

3. Ein- und Ausgabealphabet sind gleich. Es werden nur Nullen und Einsen gelesen bzw. 
geschrieben. Da wir nur Zahlen(codes) auf das Band schreiben werden, kodieren wir 
die Zahl n in unärer Schreibweise durch (n+1) Einsen. Damit können wir die Null, die 
wir oft benötigen, durch eine einzige Eins darstellen. 

4. Die Standardbeschriftung einer Turingmaschine besteht aus zwei führenden Nullen, 
gefolgt von Einsengruppen, die durch jeweils eine Null getrennt sind. Zwei oder mehr 
Nullen markieren das Ende der Beschriftung. Während der Arbeit einer Turingma-
schine wird diese Konvention natürlich durchbrochen. Jede Maschine muss aber si-
cherstellen, dass nach Beendigung ihrer Arbeit die Standardbeschriftung wieder her-
gestellt ist. 

5. Als Standardlage bezeichnen wir eine Situation, in der sich der Schreib-/Lesekopf der 
Turingmaschine über der am weitesten rechts stehenden Eins befindet. 

Die Turingmaschine verarbeitet – ausgehend von der Standardlage und angesetzt auf eine 
Standardbeschriftung – entsprechend ihrer Überführungsfunktion Eingabezeichen und Zu-
stand zu einer Kombination aus Ausgabezeichen, Bandbewegung und Folgezustand. 

   u: (ei,sj) �  (ak,sl,bm),    i,j,k,l,meN0 

Die Beschreibung einigermaßen leistungsfähiger Maschinen auf diese Art ist sehr mühsam. 
Wir werden deshalb einen anderen Weg gehen, und einfache Turingmaschinen koppeln, d. h. 
die Folgemaschine beginnt mit der Arbeit, wenn die Vorgängermaschine fertig ist. Wir benut-
zen die an anderer Stelle schon eingeführten Elementarmaschinen: 

·  die 1-Maschine schreibt eine Eins an die aktuelle Position des Bandes. 

·  die 0-Maschine schreibt eine Null an die aktuelle Position des Bandes. 

·  die l-Maschine bewegt den Lesekopf um eine Position nach links. 

·  die r-Maschine bewegt den Lesekopf um eine Position nach rechts. 

·  die p-Maschine prüft, ob sich eine Eins an der aktuellen Bandposition befindet. Je 
nach Ergebnis verzweigt sie zu unterschiedlichen Folgemaschinen. 

·  die L-Maschine sucht die erste Null links von der aktuellen Bandposition. 

                                                 
4 Wir verzichten darauf zu zeigen, dass Turingmaschine jede rekursiv berechenbare Funktion berechnen können. 
5 Es gibt auch andere Konventionen, die aber alle äquivalent sind. Die gewählte ist unter manchen Aspekten 
etwas umständlich, für die uns hier interessierenden Fragen aber sehr geeignet. 
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·  die R-Maschine sucht die erste Null rechts von der aktuellen Bandposition. 

Wir können aus diesen Maschinen schnell neue erzeugen. Die L-Maschine z. B. lässt sich 
schreiben als 

    

 

1.3.2 Die Sprache GT für gekoppelte Turingmaschinen 

Damit wir auch praktisch arbeiten können, benutzen wir den im nächsten Kapitel beschriebe-
nen Simulator für gekoppelte Turingmaschinen GT. Graphen lassen sich nur schwer in Pro-
grammkonstrukte übersetzen. Wir beschreiben deshalb gekoppelte Turingmaschinen durch 
eine Programmiersprache, die sich in der Syntax an Java anlehnt und die Elementarmaschinen 
„kennt“.6 Wir benutzen: 

·  Alternativen: if(p){...}else{...} 

·  Schleifen mit Abfrage am Ende: do{...}while(!p) 

·  Schleifen mit Abfrage am Anfang: while(p){...} 

·  bekannte Maschinen (in „Gänsefüßchen“): L1“K1“L“K1“RR 

Die geschweiften Klammern kennzeichnen jeweils Turingblocks. Eine Turingmaschine selbst 
ist ein Turingblock. Die große Linksmaschine L können wir dann so beschreiben: 

L: { 
  do {l} while(p) 
 } 

Zur Ausführung des Programms starten wir GT und 
geben das Programm ein. Danach können wir es ggf. 
parsen und ausführen. 
 

                                                 
6 Die vollständige Syntax der Sprache GT findet man im nächsten Kapitel. 

0 

1 
l p 

0 
...p 

... 

... 1 

1 

0 

... p 

1 ... p ... 
0 

L 1 K1 L K1 R R 



� � ����������	�
������������
���������������������
� ����
����
Eckart Modrow       Berechenbarkeits- und Entscheidbarkeitsprobleme     S. 7 

 

Natürlich benötigen wir zuerst eine Anfangsbeschriftung des Bandes: 

 

 

 

 

 

Die übernehmen wir. Dabei geht der Simulator in die Standardlage. 

 

Danach arbeitet die Maschine. 

 

Die übliche Kopiermaschine K1 lässt sich ebenfalls leicht realisieren: 

K1: { 
  Lr 

     while(p){0RR1LL1r} 
     Rl 
  } 

L r     p 0 R R 1 L L 1 r 
0 

1 

R l 
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Sie funktioniert auch. 

 

1.3.3 Gekoppelte Turingmaschinen für die elementaren Funktionen 

Jetzt müssen wir die benötigten elementaren Funktionen durch gekoppelte Turingmaschinen 
realisieren. Ich beschränke mich dabei auf Funktionen mit maximal zwei Argumenten.  

Zuerst brauchen wir die Nachfolgermaschine N. Da sich unsere Turingmaschinen in der Stan-
dardlage befinden sollen, also ganz rechts über der letzten Eins, brauchen wir nur eine Eins 
anzuhängen: 

 

Als Beispiel für eine konstante Funktion wählen wir K0(n). Sie soll das Argument löschen und 
durch eine Null (also eine Eins in unärer Schreibweise) ersetzen. Ausgehend von der Stan-
dardlage löschen wir zuerst alle Einsen links, dann schreiben wir eine Eins, getrennt durch 
eine Null von der vorangehenden Einsengruppe.: 

K0: { 
   do {0 l}while(p)             oder  
   r1 
  } 

N = r 1 

K0(n) =      0 l p 
0 

1 

r 1 
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Die beiden Projektionsfunktionen P1(n,m) und P2(n,m) lassen sich ebenfalls leicht erzeugen. 
P2(n,m) löscht einfach das zweite Argument: 

 

 

P1(n,m) muss das erste Argument löschen und das zweite dann „nach links“ verschieben – 
bloß: kommt da noch was? Wir wollen zur Sicherheit lieber zuerst das erste Argument durch 
Null (eine Eins) ersetzen – das macht gerade K0(n). Danach verschieben wir die Einsen des 
zweiten Arguments (eine muss da ja sein) an die eine Eins heran. Dabei müssen wir zuerst 
prüfen, ob die Lücke nur aus einer Null bestand. In diesem Fall schließen wir sie und löschen 
„rechts“ die überstehenden beiden Einsen. Im anderen Fall schieben wir alle Einsen des zwei-
ten Arguments an das erste heran und löschen auch dann die letzten beiden Einsen. 

P1: { 
   Ll"K0"      //erstes Argument durch “Null” ersetzen 
   r1r       //eine Eins schreiben (das ist die zweite „neue“) 
   if(p) {Rl0l0l}    //die überflüssigen Einsen rechts löschen 
   else 
   { 
    1       //eine Eins schreiben … 
    do 
    { 
     do{r}     //… und die zu ersetzende rechts suchen … 
          while(!p) 
          0r      //… und durch eine Null ersetzen 
          if(p){do{l}while(!p)r1} //Falls noch Einsen kommen weitermachen … 
    } 
        while(p) 
        while(!p){l}    //sonst nach links zur ersten Eins laufen ... 
        0l0l      //... und dort zwei Einsen löschen (s.o.) 
   } 
  } 

Die Maschine arbeitet wie gewünscht! 

 

 

 

P2(n,m) =      0 l p 
0 

1 

l 
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1.3.4 Rekursive Turingmaschinen 

Wie man an den Beispielen aus 1.2 leicht sehen kann, arbeitet die primitive Rekursion so: 

·  Es erfolgen solange rekursive Aufrufe, bis ein Argument auf Null „heruntergezählt“ 
wurde. Berechnungen erfolgen jetzt meist noch nicht. 

·  Danach arbeitet die Funktion g mit dem letzten Parametersatz. 

·  Deren Ergebnis wird dann „rückwärts“ mit den ggf. noch vorhandenen Argumenten 
verarbeitet usw. Dabei werden die schon benutzten Argumente „abgeräumt“. 

Wir können dieses Verfahren direkt auf unsere Turingmaschinen übertragen: 

·  Zuerst kopieren die Maschinen Argumente auf das Arbeitsband, bis ein Parameter 
Null erreicht. Die Zahl der Kopien dient dann später zum Zählen der noch erforderli-
chen Arbeitsgänge. 

·  Danach arbeitet eine besondere Turingmaschine. Sie räumt dabei einen Argumentsatz 
vom Band und hinterlässt an dessen Stelle ihr Ergebnis. 

·  Dann arbeiten die anderen Maschinen entsprechend solange, bis alle Argumente ver-
arbeitet sind. 

·  Mit diesem Verfahren wird gleichzeitig die Anforderung erfüllt, dass Funktionsergeb-
nisse als Argumente anderer Funktionen auftreten können: Zuerst arbeitet die eine Tu-
ringmaschine, dann die andere mit deren Ergebnis. 

Wir wollen das Verfahren am Beispiel der rekursiv definierten Addition durchspielen: 

·  sum(n,m) = N(sum(n-1,m)) Rekursion mithilfe der Nachfolgerfunktion 

·  sum(0,m) = P2(0,m) = m  Rekursionsende mithilfe der Projektionsfunktion 

Zuerst entwickeln wir eine Kopiermaschine K2, die ein Argument auf dem Band „über ein 
anderes hinweg“ kopiert, also die vorletzte Einsengruppe hinten anfügt. 

K2: { 
     LLr 
     while(p){0RRR1LLL1r} 
     RRl 
  } 

Lassen wir diese Maschine zweimal arbeiten, dann haben wir unsere Kopiermaschine K3 für 
zwei Argumente: 

 K3 = K2 K2 
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Mithilfe von K3 können wir jetzt die Argumente auf dem Band kopieren und das jeweils erste 
um 1 verkleinern, bis wir Null erreichen. Diese Maschine nennen wir KOP. 

KOP: { 
      Lll       //nachsehen, ob vorne schon eine Null steht  
      while(p) {RRl"K3"0L1l0ll} //sonst Argumente kopieren und vermindern 
      RRl      //Standardlage einnehmen 
    } 

  

Wir erhalten damit die gewünschte Liste von Argumenten: 

 

Jetzt müssen wir die „besondere“ Turingmaschine auf die letzten beiden Argumente ansetzen 
– in diesem Fall P2(n,m) : 

TAddierer: {"Kop" "P2" …} 
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Zuletzt muss die „Nachfolgermaschine“ N so oft arbeiten, wie sich Argumentsätze auf dem 
Band befinden. Die müssen bei jedem Arbeitsgang gelöscht werden. 

N: { 
  Ll         //Letztes Argument „überlaufen“, ... 
    while(p){0l}     //... dann zwei Argumente löschen, ... 
    l 
    while(p){0l} 
    r1         //... Position markieren ... 
    do 
    { 
       do{r}while(!p)    //... und das letzte Argument „heranschieben“. 
       0r 
       if(p){do{l}while(!p)r1} 
    } 
   while(p) 
    do{l}while(!p)     //Standardposition einnehmen ... 
    r1         //... und jetzt endlich „zuzählen“! 
 } 

Damit können wir unseren rekursiven Turingaddierer bauen: 

TAddierer: { 

       "Kop"    //Bandbeschriftung aufbauen 
       "P2"     //am Ende „projizieren“ 
       Ll      //nachsehen, ob schon fertig gearbeitet 
       while(p)    //Argument um Eins erhöhen 
       { 
          RRl"N"Ll 
       } 
       RRl     //Standardlage einnehmen 
    } 
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Ersetzen wir die für die Addition benötigten Turingmaschinen P2 und N durch andere, dann 
können entsprechende andere rekursive Funktionen berechnet werden. Im allgemeinen Fall 
für Funktionen mit zwei Argumenten, die zwei Turingmaschinen Tg (statt P2) und Th (statt 
N) benötigen, lautet unsere rekursive Maschine dann 

Tganz schön allgemein: { 
          "Kop"  
          "TG"  //da passier was Neues 
          Ll    
          while(p)  
          { 
             RRl 
         "TH" //da auch 
         Ll 
          } 
          RRl      
       } 

Da für jede rekursiv berechenbare Funktion eine entsprechende Turingmaschine entwickelt 
werden kann (für die primitiv-rekursiven haben wir das gezeigt, den Rest glauben“ wir mal) 
und sich jeder Algorithmus auf eine rekursive berechenbare Funktion abbilden lässt, haben 
wir eine neue Algorithmusdefinition gefunden: 

Ein Algorithmus ist ein Verfahren, das von einer Turingmaschine ausge-
führt werden kann. 
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1.4 Die universelle Turingmaschine 
Bisher haben wir Turingmaschinen für spezielle Zwecke konstruiert. Mithilfe der entwickel-
ten Verfahren ist es aber auch möglich, eine universelle Turingmaschine U zu bauen,  

·  die andere Maschinen simuliert,  

·  also alles ausführen kann, was Turingmaschinen überhaupt können,  

·  also jeden denkbaren Algorithmus abarbeitet. 

Alle algorithmischen Verfahren sind von Turingmaschinen ausführbar. Wir haben also ein 
Werkzeug gefunden, um die Grenzen der Berechenbarkeit zu „erforschen“. 

Wie arbeitet U? 

U benötigt Informationen über die zu simulierende Maschine – die können nur auf dem Band 
stehen. Also geben wir in einer geeigneten Kodierung die Überführungsfunktion der zu simu-
lierenden Turingmaschine T dort an. Weiterhin muss sich U den aktuellen Zustand von T 
merken. Auch dieses geschieht auf dem Band. Danach folgt die aktuelle Bandbeschriftung. 
Die einzelnen Bereiche trennen wir durch Doppelnullen.  

 

 

Die universelle Turingmaschine U kann mit vertretbarem Aufwand gebaut werden. Mit einem 
Band ist das ziemlich umständlich. Benutzen wir aber z. B. eine Turingmaschine mit vier 
Bändern (die zu der mit einem Band äquivalent ist), dann können wir auf einem Band den 
aktuellen Zustand, auf dem zweiten die Überführungsfunktion, auf dem dritten die Bandbe-
schriftung unterbringen und dazu noch ein Arbeitsband benutzen. In diesem Fall sparen wir 
uns viel Herumsuchen auf dem einzigen Band und können U sehr viel leichter realisieren.  

 

 

 

 

 

 

 

 

00 Überführungsfunktion von T 00 Zustand von T 00 Bandbeschriftung 00 Platz zum Arbeiten 0000000... 
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1.5 Fleißige Biber und das Halteproblem 
Zuletzt wollen wir eine gut verständliche, klar beschreibbare und trotzdem nicht berechenbare 
Aufgabe angeben. 

Fleißige Biber sind an anderer Stelle schon eingeführt worden. Es handelt sich dabei um Tu-
ringmaschinen, die ein anfangs leeres (nur mit Nullen beschriftetes) Band mit möglichst vie-
len Einsen beschreiben sollen – und dann sollen sie halten! Die Aufgabe lautet:  

Wie viele Einsen kann ein fleißiger Biber mit n Zuständen maximal auf das 
Band schreiben? 

Man bezeichnet diese Funktion als Radosche Funktion. So ein einfach zu beschreibendes 
Problem sollte doch lösbar sein! 

Betrachten wir mal die Zahl N der Möglichkeiten, Turingmaschinen mit n Zuständen zu bau-
en: 

·  Von jedem Zustand müssen zwei Kanten abgehen (für die Eingabezeichen ‚0’ und 
‚1’). Es gibt also insgesamt 2n Kanten. 

·  Jede Kante kann n mögliche Ziele haben (den Ausgangszustand selbst oder einen der 
n-1 anderen Zustände). 

·  Jede Kante kann mit 6 unterschiedlichen Beschriftungen versehen werden (zwei mög-
liche Ausgabezeichen und drei mögliche Bandbewegungen). 

Damit ergeben sich für eine Turingmaschine mit vorgegebener Kantenverteilung für die 2n 
Kanten 6*6*6*6*...*6 = 62n verschiedene Kombinationsmöglichkeiten. 

 

Jetzt kann aber jede Kante zu jedem Zustand führen, also gibt es n Möglichkeiten pro Kante. 
Die 2n Kanten können somit auf n2n Arten verteilt werden, von denen jede 62n unterschiedli-
che Belegungen haben kann. Damit gibt es insgesamt 

nnn nnN 222 )6(6 =×=  

unterschiedliche Turingmaschinen mit n Zuständen – eine schnell „astronomisch“ werdende 
Zahl. Wir erhalten: 

n 

(Zahl der Zustände) 

N 

(Zahl der möglichen Biber) 

1 36 

2 20736 

3 34012224 

4 110075314176 

5 590490000000000 

6 4738381338321620000 

7 53148384174432400000000 

8 794071845499379000000000000 

9 15243604656924900000000000000000 

10 365615844006298000000000000000000000 

... ... 
 

2n-mal 
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Es ist also praktisch unmöglich, auch für kleinere Zustandszahlen alle möglichen Biber zu 
erproben! Ist es aber wenigstens theoretisch möglich, mithilfe eines Algorithmus´ die Zahl N 
zu bestimmen? Der Algorithmus kann mithilfe unserer universellen Turingmaschine U ausge-
führt werden. Dazu muss zuerst einmal festgestellt werden, ob der zu simulierende Biber 
überhaupt hält (sonst handelt es sich ja nicht um einen Algorithmus!).7 

Schon ein Biber mit nur einem Zustand kann unendlich viele Einsen auf das Band schreiben – 
aber er hält nicht: 

 

 

 

 

Bevor unsere universelle Turingmaschine U arbeiten kann, muss eine Entscheidungsmaschine 
E entscheiden, ob der Biber hält. Tut er das, dann wird er von U simuliert und die Zahl der 
geschriebenen Einsen kann ermittelt werden.   

Zur Berechnung der Radoschen Funktion R(n):  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Da alle Teilprobleme im Struktogramm bis auf E als gelöst betrachtet werden können, müssen 
wir uns nur noch mit der Entscheidungsmaschine E beschäftigen. Die Frage ist also: 

Gibt es einen Algorithmus, um festzustellen, ob eine beliebige Turingma-
schine, angesetzt auf eine beliebige Bandbeschriftung, hält – oder nicht? 

Da die Universelle Turingmaschine jede andere simulieren kann, können wir auch fragen 

Gibt es einen Algorithmus, um festzustellen, ob die universelle Turingma-
schine, angesetzt auf eine beliebige Bandbeschriftung (die dann die Be-
schreibung und das Arbeitsband der simulierten enthält), hält – oder 
nicht? 

Man nennt dieses Problem das Halteproblem. 

                                                 
7 Der Begriff „Biber“ kann synonym zu „Turingmaschine“ benutzt werden, da – in unserem Gebrauch – alle 
Turingmaschinen potentielle Biber sind. Ob diese dann überhaupt arbeiten, ob sie etwas im Sinne der Aufgaben-
stellung Sinnvolles tun oder nicht ist erst einmal irrelevant. 

0,1R v 1,1R 
 

s0 

mit allen möglichen Bibern mit n Zuständen tue 

R �  0 

Setze die Entscheidungsmaschine E auf den Biber an 

der Biber hält 
wahr                                                                                                               falsch 

Simuliere den Biber durch  U 

n �  Zahl der Einsen auf dem Band 

n > R 
wahr                                          falsch 

R �  n  
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1.6 Zur Unentscheidbarkeit des Halteproblems 
Wir wollen zeigen, dass das Halteproblem nicht entscheidbar ist, dass es also die Entschei-
dungsmaschine E nicht gibt, indem wir annehmen, dass es sie doch gibt. Unter dieser An-
nahme konstruieren wir einen Widerspruch so, dass die Annahme falsch sein muss. Damit ist 
dann gezeigt, dass die Radosche Funktion – und viele andere – nicht berechenbar sind. 

Wir nehmen also an, dass es die Entscheidungsmaschine E gibt. Diese muss natürlich immer 
anhalten, da sie sonst nicht zu einer Entscheidung kommt. Angesetzt auf die Beschreibung 
einer beliebigen Turingmaschine T und deren Arbeitsbandbeschriftung b (in Analogie zum 
Arbeitsband von U) soll sie am Ende des beschriebenen Bereichs eine 1 hinterlassen, falls T 
hält, sonst eine 0. Es gilt also  

 1 falls T, angesetzt auf b, hält 
E(T,b) = 
 0 sonst   

Jetzt wenden wir einen kleinen Trick an. 

Wir fragen, ob T hält, wenn man sie auf den eigenen Code (nennen wir den bT) ansetzt. Falls 
das der Fall ist, nennen wir T selbstanwendbar. Diese Frage muss einfach zu entscheiden sein, 
weil E ja genau das können soll: 

 1 falls T, angesetzt auf bT, hält 
E(T,bT) = 
 0 sonst   

Mithilfe dieser Möglichkeit konstruieren wir eine neue „gemeine“ Turingmaschine G, die 
genau dann anhält, wenn T nicht selbstanwendbar ist, sonst nicht.  

 hält,   falls T, angesetzt auf bT, nicht hält 
G(T,bT)  
 hält nicht sonst   

Wir können G leicht angeben: Nachdem E gearbeitet hat, prüft G, ob eine Eins auf dem Band 
steht. Falls das der Fall ist, läuft sie „unendlich“ nach rechts, sonst nicht. 

G(T,bT) = E(T,bT) p 
 

 

Jetzt untersuchen wir, ob die Maschine G auch selbstanwendbar ist. 

Nehmen wir, sie sei selbstanwendbar: 

·  dann hält G, angesetzt auf den eigenen Code bG, 

·  dann liefert E, angesetzt auf G und bG eine 1: E(G,bG) = 1, 

·  und daraus folgt (s. o.), dass G nicht selbstanwendbar ist!  �  Widerspruch!  

Nehmen wir, sie sei es nicht selbstanwendbar: 

·  dann hält G, angesetzt auf den eigenen Code bG, nicht, 

·  dann liefert E, angesetzt auf G und bG eine 0: E(G,bG) = 0, 

·  und daraus folgt (s. o.), dass G selbstanwendbar ist!  �  Widerspruch!  

r 1 p 
0 

1 

(tritt nicht auf) 

1 

(tue nichts) 
0 
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Alle angegebenen Operationen lassen sich ausführen – nur die Entscheidungsmaschine E 
fehlt. Da G nicht existieren kann, muss es unmöglich sein, die angenommene Entschei-
dungsmaschine zu konstruieren. Das Halteproblem ist also nicht entscheidbar! 

Auch wenn unsere „gemeine“ Maschine G recht künstlich wirkt, ist unser Ergebnis von all-
gemeiner Bedeutung: 

1. Mit der Radoschen Funktion haben wir ein einfach zu beschreibendes Problem gefun-
den, das algorithmisch nicht lösbar ist. Berechenbarkeits- und Entscheidbarkeitsprob-
leme finden sich also nicht nur in „esoterischen“ Bereichen. 

2. Da Turingmaschinen alle algorithmischen Verfahren ausführen können, markieren sie 
die Obergrenze des Machbaren, und weil Computer Turingmaschinen simulieren kön-
nen, also über die prinzipielle Mächtigkeit dieser Maschinen verfügen, sind damit de-
ren Grenzen ebenfalls abgesteckt. 

3. Neben der Radoschen Funktion lassen sich zahlreiche Probleme angeben, die sich auf 
das Halteproblem zurückführen lassen. Darunter sind sehr praktische, die ebenfalls 
nicht lösbar sind. (Kann man generell prüfen, ob ein Programm in Endlosschleifen ge-
raten kann? Ob es tut, was es soll?  …) Hierzu verweise ich auf die gut sortierte Lite-
ratur zu diesem Thema. Im Internet findet sich genügend Material. 

4. Wenn ein Problem nicht allgemein lösbar ist, dann besagt das nicht, dass Einzelfälle 
nicht doch gelöst werden können. 

Zum Abschluss:  

Im seinem schönen Buch „Computerdenken - Des Kaisers neue Kleider“ zur künstlichen In-
telligenz liefert Roger Penrose eine interessante Diskussion u. A. zum Wahrheitsbegriff. Er 
unterscheidet z. B. zwischen algorithmisch berechenbar wahren Sätzen und der „Erkenntnis 
von Wahrheit durch Einsicht“. Auch wenn es schon älter ist (1991): lesen! 
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1.7 Aufgaben 
 

1.  Gödelisierung: Ordnet man jedem Zeichen seine Ordnungsnummer im Alphabet zu und 
wählt als Zahlenbasis eine Zahl, die um Eins größer ist als die Zahl der Zeichen im Al-
phabet, so gehört zu jeder Zeichenfolge eine Zahl, die – umgewandelt ins Dezimalsys-
tem – eine Gödelnummer ergibt: 

  Beispiel: Alphabet = {a,b,c} �  Zahlenbasis: 4 

      aabbc = 112234 = 1*44 + 1*43 + 2*42 + 2*41 + 3*40 = 363 

 a: Ermitteln Sie die Gödelnummern zu folgenden Zeichenfolgen: acaba, aaa, bca 

 b: Welche Zeichenfolgen gehören zu folgenden Gödelnummern? 1509, 210 

 c: Gibt es natürliche Zahlen, die keine Gödelnummer einer Zeichenfolge darstellen? 

 d: Realisieren Sie das Verfahren durch ein Java-Programm. 

 

2.  Geben Sie primitiv rekursive Berechnungsverfahren an für  

 a: f(m,n) = nm 

 b: f(n) = n! 

 c: f(n) = 3n2-2n+4 

 

3.  Beschreiben Sie folgende Turingmaschinen durch Graphen und GT-Programme. Testen 
Sie Ihre Maschinen im Simulator. Die Konventionen (eine Null zwischen Einsengrup-
pen, …) sollen natürlich eingehalten werden! 

 a: Die Maschine P schreibt eine 1 hinter zwei Einsengruppen, wenn diese gleichlang sind, 
sonst eine Null. Realisieren Sie zuerst Sonderfälle („die größere Zahl steht ggf. links“). 

 b: V1 verschiebt eine Einsengruppe um ein Feld nach links. 

 c: V2 schiebt eine Einsengruppe an die nächste links heran. 

 d: M multipliziert zwei Zahlen.  

 e: S subtrahiert zwei Zahlen – wenn das möglich ist. Wenn nicht, dann dreht sie durch – 
läuft nach rechts weg. 

 

4.  Bauen Sie durch GT-Programme rekursiv arbeitende Turingmaschinen 

 a: zur Multiplikation zweier natürlicher Zahlen. 

 b: zur Berechnung der Fakultät einer natürlichen Zahl.  

 c: zur Berechnung der Potenz zweier natürlicher Zahlen.   

 

5. Suchen Sie im Internet Beispiele zur Bedeutung des Halteproblems. 
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2. GT – ein Simulator für gekoppelte Turingmaschine n 

2.1 Einordnung in den Unterricht 
Ebenso wie die anderen in diesem Kurs beschriebenen Projektvorschläge erfordert auch ein 
Simulator für gekoppelte Turingmaschinen Kenntnisse aus verschiedenen Themenbereichen 
und somit verschiedenen Semestern. Betrachten wir die Oberfläche mit dem Menü des schon 
im vorhergehenden Kapitel benutzten Simulators … 

 

… dann sehen wir, dass der schon z. B. bei den Lindenmeyer-Systemen benutzte Zugriff auf 
Textdateien wieder benötigt wird. Auch der Simulator für Turingmaschinen aus SIMA taucht 
in leicht veränderter Form wieder auf, wobei Techniken der Ereignisbehandlung angewandt 
werden müssen.  

 
Das Thema dient – wie alle Projektphasen – also u. A. zur Wiederholung bekannter Gebiete. 
Ich werde deshalb hier nicht noch einmal auf diese Punkte eingehen, sondern mich auf die 
Definition der Sprache und die Interpretation der Programme beschränken.8  
                                                 
8 Der Quelltext der Projekte findet sich auf der VLIN-Seite: www.vlin.de 
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2.2 GT – die Sprachdefinition 
Es ist sinnvoll, für gekoppelte Turingmaschinen eine eigene Sprache zu vereinbaren, weil die 
Darstellung über Transitionsgraphen schnell ihre Grenzen erreicht und grafische Formen nur 
schwer in eine Simulation übersetzt werden können. Simuliert werden sollte aber, weil die oft 
nicht leicht zu durchschauende Arbeitsweise der Maschinen nur auf dem Papier kaum getestet 
werden kann. Komplexere Maschinen sind ohne Testmöglichkeit kaum zu entwickeln.9  

Was brauchen wir also? 

Zuerst einmal muss es Elementarmaschinen für einfache Aufgaben geben, also so eine Art 
„Grundbefehle“. Wir wählen dazu den üblichen Satz für Turingmaschinen10, den wir um die 
Große Linksmaschine L und die Große Rechtsmaschine R ergänzen (weil man die so oft 
benötigt). 

·  Die 1-Maschine schreibt eine Eins an die aktuelle Position des Bandes. 

·  Die 0-Maschine schreibt eine Null an die aktuelle Position des Bandes. 

·  Die l-Maschine bewegt den Lesekopf um eine Position nach links. 

·  Die r-Maschine bewegt den Lesekopf um eine Position nach rechts. 

·  Die p-Maschine prüft, ob sich eine Eins an der aktuellen Bandposition befindet. Je 
nach Ergebnis verzweigt sie zu unterschiedlichen Folgemaschinen. 

·  Die L-Maschine sucht die erste Null links von der aktuellen Bandposition. 

·  Die R-Maschine sucht die erste Null rechts von der aktuellen Bandposition. 

Da diese Maschinen nur rudimentäre Optionen eröffnen, sollen komplexere Maschinen ein-
zeln entwickelt und in Textdateien einzeln gespeichert werden können. Solche fertigen ge-
speicherten Teilmaschinen können dann innerhalb anderer Maschinen benutzt werden indem 
ihr Name, in Anführungsstriche gesetzt, an der richtigen Stelle angegeben wird. Bei der Aus-
führung soll dann der Inhalt der entsprechenden Datei eingefügt werden. 

Bsp: Benutzung von Teilmaschinen: 0 r 1 “Kop1“ L “Addierer“ R R l 

Entscheidend für die Mächtigkeit gekoppelter Maschinen ist deren Möglichkeit, auf die aktu-
elle Bandbeschriftung unterschiedlich zu reagieren. Wir brauchen also eine Alternative, die in 
zwei Varianten auftreten kann: 

Bsp: einseitige Alternative: if(p){L L r 0} 

Bsp: zweiseitige Alternative: if(p){L L r 0}else{RRl} 

Zuletzt muss es möglich sein, Teile der Maschinen wiederholt arbeiten zu lassen: 

Bsp: Schleife mit Abfrage am Ende: do{r}while(!p) 

Bsp: Schleife mit Abfrage am Anfang: while(p){l} 

Die geschweiften Klammern kennzeichnen jeweils Turingblocks. Eine Turingmaschine wird 
auch im Ganzen durch einen Turingblock beschrieben.11 

                                                 
9 s. dazu die rekursiven Maschinen aus dem vorigen Kapitel 
10 Gekoppelte Turingmaschinen wurden an anderer Stelle eingeführt. 
11 Auf die Einführung von Namen für die Maschinen innerhalb des Programms, z. B. als erste Zeile, verzichten 
wir hier. 

1     p  l 
0 

0 
p 

R R l 

L L r 0 1 

1 

0 

r  p 

p L L r 0 1 

0 
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Damit können wir die Sprache GT definieren: 

GT-Programm : 

 

 

Turingblock : 

 

 

 

Turingbefehl : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Elementarbefehl :        gespeicherter Befehl : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Alternative : 

 

 

 

 

 

 

Turingblock 

{ Turingbefehl } 

Elementarbefehl 

gespeicherter Befehl 

Alternative 

while-Schleife 

do-while-Schleife 

1 

0 

l 

r 

L 

R 

“ Zeichen “ 

if Bedingung 

else 

Turingblock 

Turingblock 
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While-Schleife : 

 

 

 

do-while-Schleife : 

 

 

 

Bedingung : 

 

 

 

 

Zeichen : 

 

 

 

 

 

Beispiele für GT-Turingprogramme sind: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

while Bedingung Turingblock 

while Bedingung Turingblock do 

( 

! 

) p 

a b z A B 1 Z 0 9 … … … 

{ 
  Lr 
  while(p){0RR1LL1r} 
  Rl 
} 
 

{ 
  "Kop" 
  "P2" 
  Ll 
  while(p) 
  { 
    RRl 
    "N" 
    Ll 
  } 
  RRl 
} 
 

{ 
  Ll"K0" 
  r1r 
  if(p){Rl0l0l} 
  else 
  { 
    1 
    do 
    { 
      do{r}while(!p) 
      0r 
      if(p){do{l}while(!p)r1} 
    } 
    while(p) 
    while(!p){l} 
    0l0l 
  } 
} 
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2.3 Ein Scanner für GT 
Da die Schlüsselworte von GT für einen Parser relativ lang sind („while“, …), soll zuerst ein 
Scanner alle überflüssigen Zeichen (Leerzeichen, Zeilenvorschübe, …) aus dem Text entfer-
nen. Die Schlüsselbegriffe werden auf ihr erstes Zeichen reduziert: 

 if �  i  else �  e while �  w do �  d 

Wir lösen das Problem durch einen Automaten, dem zeichenweise ein String (das „unge-
scannte“ Programm“) übergeben wird. Dieser erzeugt dann ebenfalls zeichenweise das ver-
kürzte Programm. Treten Anfangszeichen von Schlüsselbegriffen auf (i…, e…, w…, d…), 
dann wird durch Zustandswechsel überprüft, ob ein Schlüsselbegriff folgt. Ggf. wird dessen 
erstes Zeichen in das gescannte Programm eingefügt. Ansonsten werden alle zulässigen Zei-
chen einfach kopiert und die überflüssigen weggelassen. 

public class Scanner  
{ 
 private boolean zeichenOK(char c)  //überprüft, ob ein signifikantes Zeichen kommt 
 { 
  char d = new Character(c).toUpperCase(c); 
  return (d>='A')&&(d<='Z')||(d>='0')&&(d<='9')||(c =='{') 
    ||(c=='}')||(c=='(')||(c==')')||(c=='!')||(c==' "');  
 } 
  
 public String scan(String p) //scannt einen String und gibt das Ergebnis zurück 
 { 
  String h = ""; 
  int zustand = 0; 
  while(p.length()>0) //alle Zeichen ansehen … 
  { 
   char c = p.charAt(0); 
   char d = new Character(c).toUpperCase(c); 
   p = p.substring(1); 
   switch(zustand) 
   { 
   case 0:  
    { 
     switch(d) //nachsehen, ob vielleicht ein Schlüsselwort kommt … 
     { 
      case 'I': {zustand = 1; break;} 
      case 'E': {zustand = 2; break;} 
      case 'W': {zustand = 5; break;}     
      case 'D': {zustand = 9; break;} 
      case '"': { 
             h = h + "\""; zustand=10; break; 
                } 
      default: {if(zeichenOK(c)) h = h + c; break;}  //ev. Zeichen kopieren 
     } 
     break; 
    } 
   case 1: 
    { 
     switch(d) 
     { 
      case 'F': {zustand = 0; h = h+"i"; break;} //das war ein IF 
      default:  {zustand = 0; if(zeichenOK(c)) h = h + c; break;} 
     } 
     break; 
    } 
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   case 2: 
    { 
     switch(d) 
     { 
      case 'L': {zustand = 3; break;} 
      default:  {zustand = 0; if(zeichenOK(c)) h = h + c; break;} 
     } 
     break; 
   } 
   case 3: 
    { 
     switch(d) 
     { 
      case 'S': {zustand = 4; break;} 
      default:  {zustand = 0; if(zeichenOK(c)) h = h + c; break;} 
     } 
     break; 
    } 
   case 4:  
    { 
     switch(d) 
     { 
      case 'E': {zustand = 0; h = h+"e"; break;} //das war ein ELSE 
      default:  {zustand = 0; if(zeichenOK(c)) h = h + c; break;} 
     } 
     break; 
    } 
   case 5:  
    { 
     switch(d) 
     { 
      case 'H': {zustand = 6; break;} 
      default:  {zustand = 0; if(zeichenOK(c)) h = h + c; break;} 
     } 
     break; 
    } 
   case 6: 
    { 
     switch(d) 
     { 
      case 'I': {zustand = 7; break;} 
      default:  {zustand = 0; if(zeichenOK(c)) h = h + c; break;} 
     } 
     break; 
    } 
   case 7: 
    { 
     switch(d) 
     { 
      case 'L': {zustand = 8; break;} 
      default:  {zustand = 0; if(zeichenOK(c)) h = h + c; break;} 
     } 
     break; 
   } 
   case 8:  
    { 
     switch(d) 
     { 
      case 'E': {zustand = 0; h = h+"w"; break;} //das war ein WHILE 
      default:  {zustand = 0; if(zeichenOK(c)) h = h + c; break;} 
     } 
     break;} 
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   case 9:  
    { 
     switch(d) 
     { 
      case 'O': {zustand = 0; h = h+"d"; break;} //das war ein DO 
      default:  {zustand = 0; if(zeichenOK(c)) h = h + c; break;} 
     } 
     break; 
    } 
   case 10:  
    { 
     switch(d) 
     { 
      case '"': {zustand = 0; h = h+"\""; break;} //Ende des Dateinamens 
      default:  {if(zeichenOK(c)) h = h + c; break; } 
     } 
     break; 
    } 
   } 
  } 
  return h; 
 } 
} 
 

2.5 Eine Grammatik für GT 
Für das Parsen von GT-Programmen benötigen wir eine Grammatik, die diesen Prozess effi-
zient unterstützt. Wir vereinbaren wie in den vorangegangenen Abschnitten gezeigt (Termi-
nalsymbole rot geschrieben): 

S �  {B}S 

B �  1B | 0B | lB | rB | LB | RB | “Z“B | iCSEB | wCSB | dSwCB 

B �  ’’  //ermöglicht es, überflüssige B zu löschen 

C �  (X)  //Bedingung 

E �  eS | ’’ //fakultativer else-Teil, ggf. löschbar 

X �  p | !p 

Z �  aZ | bZ | … | zZ | AZ | … | ZZ | 0Z | … | 9Z  

Z �  ’’  //ermöglicht es, überflüssige Z zu löschen 

 

Der entsprechende Parser benutzt einen Java-String als Keller: 

public class GTParser 
{ 
 String keller; 
  
 public int parse(String h)   //h muss ein "gescannter" String sein 
 { 
  int result = 0;       //das Ergebnis der Überprüfung 
  boolean fertig = true;  //Bedarf nach einem neuen Zeichen? 
  boolean ende = h.length()==0; 
  char c=' ', k;  
  keller = "S";      //Im Keller mit Startsymbol anfangen 
 
 



� � ����������	�
������������
���������������������
� ����
����
Eckart Modrow       Berechenbarkeits- und Entscheidbarkeitsprobleme     S. 27 

 

 

  while(!ende&&(result==0))     //Programm analysieren 
  { 
   if(keller.length()>0)     //oberstes Kellerzeichen holen 
   { 
    k = keller.charAt(0); 
    keller = keller.substring(1); 
   } 
   else  
   { 
    if(h.length()==0) result = 1;  //alles ok 
    else result = 1;      //Fehler: keine Regel anwendbar 
    break; 
   } 
   if(fertig)          //nächstes Programmzeichen holen 
   { 
    c = h.charAt(0); 
    h = h.substring(1); 
   } 
   if(c==k)           //erzeugte Zeichen löschen 
   { 
    fertig = true;  
    if(h.length()==0) ende = true; 
    continue; 
   } 
   switch(k)          //jetzt Ersetzungsregeln anwenden 
   { 
    case 'S': {keller = "{B}" + keller; fertig = fa lse; break;} 
    case 'B':  
    { 
     switch(c) 
     { 
      case '1': {keller = "1B" + keller; fertig = f alse; break;} 
      case '0': {keller = "0B" + keller; fertig = f alse; break;} 
      case 'l': {keller = "lB" + keller; fertig = f alse; break;} 
      case 'r': {keller = "rB" + keller; fertig = f alse; break;} 
      case 'L': {keller = "LB" + keller; fertig = f alse; break;} 
      case 'R': {keller = "RB" + keller; fertig = f alse; break;} 
      case '"': {keller = "\"Z\"B"+keller; fertig =  false; break;} 
      case 'i': {keller = "iCSEB" + keller; fertig = false; break;} 
      case 'w': {keller = "wCSB" + keller; fertig =  false; break;} 
      case 'd': {keller = "dSwCB" + keller; fertig = false; break;} 
      case '{': {keller = "{B}B" + keller; fertig =  false; break;} 
      default:  
      { 
       if(c=='}') {fertig = false; break;} //überflüssiges B löschen 
       else {result = 2; break;}   //Fehler: unbekannter Befehl 
      } 
     } 
     break; 
    } 
    case 'Z':  
    { 
     if(((c>='a')&&(c<='z'))||((c>='A')&&(c<='Z')) 
      ||((c>='0')&&(c<='9'))) 
     { 
      keller = ""+c+"Z"+keller; fertig = false; 
     } 
     else if(c=='"') fertig = false;  //Ende der Zeichenkette 
       else result = 3;     //falsches Zeichen im Dateinamen 
     break; 
    } 
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    case 'C': {keller = "(X)" + keller; fertig = fa lse; break;} 
    case 'X':  
    { 
     if(c=='!') {keller = "!p" + keller; fertig = f alse;} 
     else if(c=='p') {keller = "p" + keller; fertig  = false;} 
          else result = 4;    //Fehler: falsche Bedingung 
     break; 
    } 
    case 'E':  
    { 
     if(c=='e') {keller = "eS" + keller; fertig = f alse;} 
     else if((c=='}')||(c=='1')||(c=='0')||(c=='L') ||(c=='R') 
        ||(c=='l')||(c=='r')||(c=='i')||(c=='w')||( c=='d') 
        ||(c=='"')) {fertig = false;} //kein ELSE erforderlich 
          else result = 5; //Fehler: falsche Alternative 
     break; 
    } 
   } 
  } 
  if((h.length()==0)&&(keller.length()>0)) result =  99; 
  return result; 
 } 
} 
 

 

2.6 Ein Befehlslader für GT 
Vor der Ausführung der GT-Programme müssen gespeicherte Befehle geladen und geparst 
werden. Dabei sollten entsprechende Meldungen im Meldungsfenster des Simulators erschei-
nen. Wir lösen das Problem durch eine besondere Klasse, die in Anführungsstriche gesetzte 
Programmteile als Dateinamen interpretiert. Diese Teile werden ggf. im Programm gelöscht 
und durch den Dateiinhalt ersetzt. Da auch dieser wieder gespeicherte Befehle enthalten kann, 
wird der Prozess rekursiv fortgesetzt. 

public class Lader 
{ 
 GT owner;  //der Simulator mit dem Meldungsfenster 
  
 public Lader(GT o) 
 { 
  owner = o; 
 } 
 
 public String holeNamen(String s)  //einen Dateinamen aus dem String extrahieren 
 { 
  boolean fertig = false; 
  String h = ""; 
  char c; 
  while(!fertig && (s.length()>0)) 
  { 
   c = s.charAt(0); 
   s = s.substring(1); 
   if(c=='"') fertig = true; 
   else h = h + c; 
  } 
  return h; 
 } 
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 public String loescheNamen(String s) //einen Dateinamen im String löschen 
 { 
  boolean fertig = false; 
  String h = ""; 
  while(!fertig && (s.length()>0)) 
  { 
   char c = s.charAt(0); 
   s = s.substring(1); 
   if(c=='"') fertig = true; 
  } 
  return h+s; 
 } 
 
 public String ladeDateien(String h) //ggf. eingebundene Dateien nachladen 
 { 
  boolean fehler = false; 
  String h1 = ""; 
  while((h.length()>0)&&!fehler)  //alle Zeichen überprüfen 
  { 
   char c = h.charAt(0); 
   h = h.substring(1); 
   if(c=='"') 
   { 
    String name = holeNamen(h); //Dateinamen suchen, … 
    name = name+".txt";    //… als Textdatei kennzeichnen … 
    h = loescheNamen(h);    //… und im Programm löschen. 
    try 
    { 
     String[] lines = owner.ladeDatei(name); //Datei laden … 
     String h2 = ""; 
     for(int j=0;j<lines.length;j++) 
      h2 = h2 + lines[j]; 
     owner.zeigeMeldung("---"); 
     owner.zeigeMeldung("Parsing der Datei <"+name+ ">"); //… und prüfen. 
     Lader l = new Lader(owner);   //rekursiver Aufruf 
     h2 = l.ladeDateien(h2); 
     Scanner s = new Scanner(); 
     String h4 = s.scan(h2); 
     GTParser gt = new GTParser();  
     int j = gt.parse(h4); 
     String h3=""; 
     switch(j) 
     { 
      case 0: {h3="ok"; break;} 
      case 1: {h3="Fehler 1: keine Regel anwendbar! "; break;} 
      case 2: {h3="Fehler 2: unbekannter Befehl!"; break;} 
      case 3: {h3="Fehler 3: falscher Dateiname!"; break;} 
      case 4: {h3="Fehler 4: falsche Bedingung!"; b reak;} 
      case 5: {h3="Fehler 5: falsche Alternative!";  break;} 
      case 99: {h3="Fehler 5: unerw. Ende der Einga be!"; break;} 
     } 
     owner.zeigeMeldung(h3); 
     if(j!=0) fehler = true; 
     else 
     { 
      h1 = h1 + h2; 
     } 
    } 
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    catch(Exception ex) 
    { 
     owner.zeigeMeldung("Fehler beim Laden der Date i <"+name+">!"); 
     break; 
    } 
   } 
   else h1 = h1 + c; 
  } 
  return h1; 
 } 
} 
 

 

2.7 Ein GT-Interpreter 
Der schwierigste Teil des GT-Simulators ist der Interpreter, und das deshalb, weil wir die 
einzelnen Arbeitsschritte am Bildschirm sichtbar machen wollen. Statt einzelne Turingblocks 
rekursiv interpretieren zu lassen, müssen wir diese in Elementarbefehle auflösen und taktwei-
se abarbeiten.12 Der Interpreter gehört deshalb in die Timer-Methode des Simulators. Gehen 
wir das Problem schrittweise an. 

Zuerst einmal müssen wir uns ein Verfahren ausdenken, das eigentlich erforderliche rekursive 
Arbeiten des Interpreters zu umgehen. Das kann z. B. geschehen, indem wir die Verwaltung 
des Kellers selbst übernehmen. Wir benutzen diesmal die Stack-Klasse von Java und verein-
baren im Simulator global:  

 Stack stapel; 

Auf dem Stapel sollen Turingblocks (ohne Klammern) abgelegt werden, die dann vom Simu-
lator interpretiert werden. Die Timer-Methode holt also bei Bedarf den nächsten Block vom 
Stapel,  

 String programm = (String)stapel.peek(); 

entfernt diesen ggf. vom Stapel, 

 stapel.pop(); 

führt davon den ersten Befehl aus und packt den Rest wieder auf den Stapel – wenn der nicht 
leer ist. 

 char c = programm.charAt(0);  

 programm = programm.substring(1);  

 if(programm.length()>0) stapel.push(programm); 

Ansonsten stellt er die Arbeit ein: 

  if(stapel.empty()) timer1.setEnabled(false); 
  else … 

Was passiert, wenn innerhalb eines Blocks weitere Turingblocks auftauchen? 

Wir holen dann einen Block aus dem Programm, wobei wir nur die möglicherweise weiter 
verschachtelten Klammern zählen müssen. (Fehler können ja nicht auftauchen, da vorher der 
Parser lief!) Der Methode wird das Programm als Parameter übergeben. Es liefert den Block 
als Zeichenkette. 

                                                 
12 Sonst könnten wir das Problem mithilfe eines sehr knappen rekursiven Interpreters erledigen – wie z. B. bei 
„LOGO für Arme“. 
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 public String holeBlock(String s) 
 { 
  int offeneKlammern = 0; 
  boolean fertig = false,gefunden = false; 
  String h = ""; 
  while(!fertig && (s.length()>0)) 
  { 
   char c = s.charAt(0); 
   s = s.substring(1); 
   if(!gefunden)  
   { 
    gefunden = (c=='{');  
    if(gefunden) offeneKlammern++; //Klammern zählen 
   } 
   else 
   { 
    if(c=='}') 
    { 
     offeneKlammern--; 
     if(offeneKlammern==0) fertig = true; 
     else h = h + c; 
    } 
    else 
    { 
     if(c=='{') offeneKlammern++; 
     h = h + c; 
    } 
   } 
  } 
  return h; 
 } 
 
Manchmal, aber nicht immer, muss so ein Block auch aus dem Programm entfernt werden (z. 
B. wenn er abgearbeitet ist.) Hier wird das „verkleinerte“ Programm zurückgegeben. 

 public String loescheBlock(String s) 
 { 
  int offeneKlammern = 0; 
  boolean fertig = false,gefunden = false; 
  String h = ""; 
  while(!fertig && (s.length()>0)) 
  { 
   char c = s.charAt(0); 
   s = s.substring(1); 
   if(!gefunden)  
   { 
    gefunden = (c=='{');  
    if(gefunden) offeneKlammern++; else h = h + c; 
   } 
   else 
   { 
    if(c=='}') 
    { 
     offeneKlammern--; 
     if(offeneKlammern==0) fertig = true; 
    } 
    else if(c=='{') offeneKlammern++; 
   } 
    
  } 
  return h+s; 
 } 
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Mithilfe dieser beiden Methoden können wir beim Auftauchen öffnender Klammern Turing-
blöcke auf den Stack ablegen. 

  if(c=='{') 
  { 
   String block = holeBlock(programm); 
   programm = loescheBlock(programm); 
   stapel.pop(); 
   if(programm.length()>0) stapel.push(programm); 
   if(block.length()>0)stapel.push(block); 
  } 
 
So – jetzt können wir uns die Elementarbefehle vornehmen. Diese werden aus dem Programm 
entfernt und direkt ausgeführt: 

  if((c=='0')||(c=='1')||(c=='l')||(c=='r')) 
  { 
   stapel.pop(); 
   programm = programm.substring(1);   //... und im Programm löschen 
   if(programm.length()>0) stapel.push(programm); 
  } 
  switch(c) 
  { 
   case '1':  
   { 
    … 
    break; 
   } 
   case '0':  
   { 
    … 
    break; 
   } 
   … 
 
Was passiert nun aber beim „Elementarbefehl“ L? Zunächst muss der Lesekopf um eine Stelle 
nach links bewegt werden. Und dann? Falls sich dort eine 1 befindet, wiederholt sich der 
Links-Befehl. Wir können das erreichen, indem wir einfach das L nicht aus dem Programm 
löschen.13 Erst, wenn eine 0 auf dem Band auftaucht, löschen wir die „Große Linksmaschi-
ne“. 

  case 'L':  
  { 
   if(pos>0)  
   { 
    pos--; 
    if(bandbeschriftung.charAt(pos)=='0')  
    { 
     stapel.pop(); 
     programm = programm.substring(1); 
     if(programm.length()>0) stapel.push(programm);  
    } 
   } 
   else {fehler = 1; ende = true;} 
   break; 
  } 
Die Große Rechtsmaschine arbeitet entsprechend. 

                                                 
13 Das ist der Grund, weshalb oben holeBlock(…) und loescheBlock(…) getrennt wurden. 
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Jetzt ist die Arbeitsweise der if-Anweisung klar: Wir kopieren entweder den einen oder den 
anderen Block auf den Stapel und lassen den Interpreter weiterarbeiten. 

  case 'i':  
  { 
   programm = programm.substring(2);   //"i(" abschneiden 
   boolean negiert=false; 
   if(programm.charAt(0)=='!') 
   { 
    negiert = true; 
    programm = programm.substring(1);  /"!" abschneiden 
   } 
   programm = programm.substring(2);   //"p)" abschneiden 
   String block1 = holeBlock(programm); 
   String block2 = ""; 
   programm = loescheBlock(programm); 
   if(programm.length()>0) 
    if(programm.charAt(0)=='e')  //nur bei Bedarf else-Block laden 
    { 
     programm = programm.substring(1); 
     block2 = holeBlock(programm); 
     programm = loescheBlock(programm); 
    } 
   boolean welcher = (bandbeschriftung.charAt(pos)= ='1'); 
   if(negiert) welcher = !welcher; 
   if(welcher) programm = block1 + programm; //entweder den einen… 
   else programm = block2 + programm;    //… oder den anderen Block ausführen 
   stapel.pop(); 
   if(programm.length()>0) stapel.push(programm); 
   break; 
  } 
 
Jetzt kommen die Schleifen.  

Der while-Schleife können wir in Analogie zu den „großen“ Maschinen nahe treten: Wir pa-
cken den Turingblock des Schleifenkörpers immer wieder vor dem Programm auf den Stapel, 
solange die angegebene Bedingung erfüllt bleibt. 

  case 'w':  
  { 
   boolean negiert=false; 
   if(programm.charAt(2)=='!') negiert = true; 
   String block = holeBlock(programm); 
   boolean ausfuehren = (bandbeschriftung.charAt(po s)=='1'); 
   if(negiert) ausfuehren = !ausfuehren; 
   if(ausfuehren) stapel.push(block); 
   else 
   { 
    if(negiert) programm = programm.substring(5); //"w(..)" abschneiden 
    else programm = programm.substring(4); 
    programm = loescheBlock(programm); 
    stapel.pop(); 
    if(programm.length()>0) stapel.push(programm); 
   } 
   break; 
  } 
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Bei der do-while-Schleife „tricksen“ wir ein wenig (weil der Abend schon fortgeschritten ist). 
Da wir immer mit einer einzigen Schleifenart auskommen können, ersetzen wir diese Schlei-
fenart einfach durch eine while-Schleife. 

  case 'd':  
  { 
   programm = programm.substring(1); //"d" löschen und durch "while" ersetzen 
   String block = holeBlock(programm); 
   programm = loescheBlock(programm); 
   boolean negiert=false; 
   if(programm.charAt(2)=='!') negiert = true; 
   if(negiert) programm = programm.substring(5); //"(..) löschen 
   else programm = programm.substring(4); 
   if(negiert) programm = "{"+block+"}w(!p){"+block+"}"+ programm; 
   else programm = "{"+block+"}w(p){"+block+"}"+ programm;  
   stapel.pop(); 
   if(programm.length()>0) stapel.push(programm); 
   break; 
  } 

Das war´s! 

 
 
 

2.8 Ein Arbeitsgang mit GT 
Zuerst wird GT gestartet. Der Simulator enthält dann einen leeren Turingblock: 
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In diesen wird ein GT-Programm eingegeben. Einrückungen müssen „per Hand“ erfolgen. 

 
Danach sollte das Programm gespeichert werden. 
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Wenn es nicht gleich ausgeführt werden soll, dann kann man es vorher parsen: 

 
oder gleich ausführen. Dann sollte man zuerst eine Anfangsbeschriftung des Turingbandes 
eingeben … 

 
… und das Programm starten, was bei falschen Beschriftungen zu Katastrophen führt. 
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au weia! 
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2.9 Aufgaben 
 
1.  Implementieren Sie die do-while-Schleife so, dass sie direkt ausgeführt wird (statt sie 

zu ersetzen). 

 

2.  Führen Sie Programmnamen ein. Vor dem Turingblock eines GT-Programms soll der 
Programmname in der folgenden Form auftauchen: 

  GT programmname: 
  { 
      … 
  } 

  Zu Beginn soll als Programmname default auftauchen. 

 a: Ändern Sie die Syntaxdiagramme von GT entsprechend. 

 b: Ändern Sie Scanner, Parser, Lader und Interpreter so, dass sie mit der geänderten Syn-
tax zurechtkommen. 

 c: Beim Speichern von Programmen soll der Programmname im SaveFile-Dialog auftau-
chen. Unterscheiden sich Datei- und Programmname, dann soll gewarnt werden. 

 

3. a: Schreiben Sie einen neuen rekursiven Interpreter, der die Zwischenschritte der Pro-
grammausführung nicht mehr anzeigt, sondern GT-Programme direkt ausführt und nur 
noch das Endergebnis zeigt. 

 b: Ändern Sie den Simulator so, dass jeweils einer der beiden Interpreter ausgewählt wer-
den kann. 

 

4.  Ändern Sie den angegebenen Interpreter so, dass bei jedem Timeraufruf  genau ein 
„sichtbarer“ Elementarbefehl ausgeführt wird. Damit entfallen die lästigen „Pausen“ bei 
langsamer Programmausführung. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


